Operations de Steenrod motiviques 



Joel Riou 
13 juillet 2012 



Resume 

Cet article apporte des corrections a la construction par Voevodsky des operations de 
Steenrod agissant sur la cohomologie motivique a coefficients Z/£Z des espaces de la cate- 
gorie homotopique de Morel- Voevodsky d'un corps parfait de caracteristique differente de I. 
En outre, comme consequence de la methode de demonstration d'un theoreme de Voevodsky 
portant sur les operations cohomologiques stables, on montre que sur un corps de caracteris- 
tique zero, le spectre representant la cohomologie motivique a coefficients Z/£Z n'admet pas 
d'endomorphisme « stablement fantome » non nul. 

Resume 

This article fills some gaps in Voevodsky's construction of the Steenrod operations acting 
on the motivic cohomology with coefficients in Z jPL of motivic spaces in the sense of Morel and 
Voevodsky over a perfect field of characteristic different from I. Moreover, as a consequence 
of the method of proof of a theorem by Voevodsky on stable cohomology operations, we show 
that the spectrum that represents motivic cohomology with coefficients Z/^Z has no nonzero 
"superphantom" endomorphism. 
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A Le classifiant B gm G [58| 

Cet article se veut avant tout un texte donnant une construction solide des operations de 
Steenrod agissant sur la cohomologie motivique modulo £ des varietes lisses ou plus generalement 
des objets de la categorie homotopique H(k) de Morel- Voevodsky associee a un corps parfait k de 
caracteristique differente de I. 

Les enonces seront essentiellement ceux de [22] • Si les principes generaux de [52] sont evidem- 
ment corrects, un certain nombre de details en sont imparfaitement rediges et surtout il semble 
qu'a quelques endroits il faille utiliser des arguments substantiellement differents. Vu l'importance 
des resultats obtenus en utilisant les operations de Steenrod motiviques (conjecture de Milnor 
|21| . conjecture de Bloch-Kato [25 ), il paraissait important d'y remedier. II a semble preferable 
de rediger le present article comme un ensemble coherent plutot que comme une liste d' errata a 
|22| . Cet article couvre l'essentiel du sujet traite dans [22J, a deux exceptions pres pour lesquelles 
nous ferons reference a [52] : l'annulation de P l pour i < [2"2l Proposition 3.6] (cf. i)4.2p et la 
formule u 2 = tv + pu dans la cohomologie modulo 2 du classifiant de /i2 [2"2l Theorem 6.10] (cf. 
proposition 14. 1 ,8| ) . Pour le reste, le present article pourra se lire independamment de |22j . 

Le point-clef de la construction des operations de Steenrod motiviques reside dans la definition 
d'une transformation naturelle pour tous r > et X € H(k) : 

H 2r > r {X) -» H 2rn ' rn (X x (G\U)) , 

une telle operation etant associee a un fc-schema lisse U sur lequel agit librement un sous-groupe 
G du groupe symetrique & n . La principale idee nouvelle developpee dans cet article est de ne pas 
considerer que la donnee est celle de U € Sm/k muni d'une action libre de G, mais de considerer un 
schema S 6 Sm/k muni d'un G-torseur etale U (ainsi G\U — S). Toutes les constructions seront 
alors relatives au schema de base S et en particulier la transformation naturelle cherchee peut 
se reinterpreter comme un morphisme K r K rn dans la categorie homotopique pointee TL,(S) 
au-dessus de S ou les espaces Ki sont les espaces d'Eilenberg-Mac Lane motiviques representant 
la cohomologie motivique en bidegre (2i,i). 

A vrai dire, en tant que prefaisceau d'ensembles pointes, l'espace d'arrivee ne sera pas exacte- 
ment K rn , mais une version tordue de celui-ci. Plus precisement, a chaque fibre vectoriel E sur S 
est associe un prefaisceau Ke sur Sm/S dont le type d'homotopie ne depend que du rang de E. 
C'est un isomorphisme de Thorn relatif qui fait l'objet de la section [T] Par ailleurs, a une action 
du groupe fini G sur un ensemble fini A de cardinal n est associee via le G-torseur etale U un 
fibre vectoriel £ de rang n sur S. A ces donnees, nous associerons dans la section [5] un morphisme 
de prefaisceaux K r — > K^r, ce qui donnera lieu a l'operation cohomologique annoncee plus haut. 
Une partie de l'interet est qu'en fait, a tout fibre vectoriel E sur S est associee un morphisme 
Ke — > Ke®£ dans H.(S'), le cas precedent etant celui oil E est le fibre trivial de rang r sur S. II 
faut penser a cette operation comme a l'« elevation a la puissance n tordue par le G-torseur U ». 
Si on dispose d'un autre groupe fini G', d'un G'-ensemble A' , un G'-torseur etale U' donnant lieu 
a un autre fibre vectoriel £' sur S, il devient alors loisible de composer l'operation associee a A et 
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celle associee a A' : 

Ke Ke®£ — > Ke®£®£< ■ 

Le morphisme compose correspondra a la construction associee au (G x G')-ensemble produit 
A x A' et au (G x G")-torseur U XsU' (cf. proposition 12 . 1 . 5|l . Cette observation nous permettra de 
reinterprete!' le theoreme de symetrie (|3.5.1[) ayant pour consequence les relations d'Adem ( ij4.5l) . 
Les relations d'Adem modulo 2 donnees dans [221 Theorem 10.2] comportaient quelques erreurs ; 
elles seront corrigees dans le theoreme 14.5.11 

Les proprietes generates des operations totales H 2r r (X) — » H 2rn rn (X x (G\U)) pour X e H(k) 
avec k un corps parfait seront etudiees dans la section [3] Le paragraphe tj3.7l fera le lien avec la 
construction de Voevodsky et expliquera en quoi le fait qu'elle soit bien definie etait incorrectement 
justifie dans |22| . II est tentant de penser que cette erreur provenait d'une contrainte d'ecriture 
consistant a n'utiliser d'autre categorie homotopique H{S) que celle du corps de base k. L'utilisation 
des categories H(S) pour S G Sm/k permet de mieux saisir ce qui est veritablement important. 
Cela sera egalement utile dans le H3.6I ou nous montrerons l'annulation du Bockstein evalue sur 
l'operation modulo £ associee au groupe symetrique &g . La demonstration de ce fait etait incorrecte 
dans |22) . Nous montrerons qu'il est possible de le montrer en suivant d'assez pres les arguments 
originaux de Steenrod |18| . 

Dans la section^ nous definissons les operations de Steenrod proprement dites P l et B l qui sont 
des operations cohomologiques stables de bidegres respectifs (2i(£— 1), i(£— 1)) et (2i(£— 1) + 1, i(£~ 
1)). Certains enonces concernant les classifiants de [ig et &i ont ete formules en utilisant le langage 
des motifs plutot que celui de la cohomologie motivique utilise dans |22| . On s'exonere en effet ici de 
ce qui semble avoir ete une autre contrainte d'ecriture pour Voevodsky : ne pas utiliser les categories 
triangulees de motifs comme DM^(k) et a fortiori les categories DM^(S) que nous utilisons 
dans la section [T] Nous donnerons deux demonstrations d'une formule-clef (cf. proposition 14.4.5]) 
decrivant Taction des operations de Steenrod sur les classes de Chern de fibres en droites. 

Dans la section [SJ nous etudions l'algebre de Steenrod A*'* engendree par les operations de 
Steenrod, ainsi que sa duale A* *. Quelques arguments ont ete precises par rapport a |22) ; la 
presentation que nous avoirs choisie met aussi l'accent de facon peut-etre plus systematique sur les 
differentes structures utilisees. J'espere que la tache du lecteur en sera facilitee. 

Enfin, dans la section [SJ on obtient un resultat « nouveau » exprimant que le spectre H z / f 
representant la cohomologie motivique modulo £ n'admet pas d'endomorphisme stablement fantome 
non nul dans la categorie homotopique stable Sl-L(k), quand k est un corps de caracteristique zero. 
Ceci utilise de facon essentielle le theoreme principal de [23J qui enonce qu'a operations stablement 
fantomes pres, l'anneau bigradue des endomorphismes du spectre H z /£ s'identifie a A*'*. Grace a 
ce resultat, on peut maintenant identifier A*'* a l'anneau des endomorphismes de H z /f. 

Je remercie Denis-Charles Cisinski, Frederic Deglise, Vincent Maillot et Jorg Wildeshaus de 
m'avoir donne l'occasion d'approfondir ce sujet en me demandant de faire un cours sur les opera- 
tions de Steenrod lors de l'ecole d'ete Motives and Milnor conjecture a l'lnstitut de Mathematiques 
de Jussieu en juin 2011. Je remercie aussi Vladimir Voevodsky d'avoir repondu a certaines de mes 
questions. 

1 Isomorphisme de Thorn relatif 

Dans ce texte, on supposera implicitement que les schemas sont separes. Un schema regulier sera 
pour nous un schema noetherien (separe) dont les anneaux locaux sont reguliers au sens habituel. 
Si S est un schema noetherien, la categorie Sm/S designera la categorie des S'-schemas lisses (et 
separes) de type fini. Une composante irreductible d'un schema sera toujours munie de la structure 
de sous-schema ferme reduit. Le point generique d'un schema integre S sera note 775. Si S est un 
schema et s £ S, on note = Spec &s,s le localise (Zariski) de S en s. L'ensemble des points de 
codimension i d'un schema noetherien S est note . 

Definition 1.0.1 [26, Corollary 3.4-6, Chapter II] Soit S un schema regulier. Soit A un groupe 
abelien de coefficients. Soit X £ Sm/S. On note c equ i(X/S,0) (ou c equ i(X/S,0)\ s'il y a lieu de 
preciser le groupe de coefficients) le K-module libre sur l'ensemble des sous-schemas fermes integres 
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Z de X tels que Z —¥ S soit un morphisme fini et dont Vimage (ensembliste) soit une composante 
connexe de S . 

Definition 1.0.2 Soit S un schema regulier. Soit E un fibre vectoriel sur S de rang r. On note 
KM(ThsE) le prefaisceau d'ensembles pointes sur Sm/S qui a U G Sm/S associe le K-module 
quotient 

CequiiU x s E/U, 0)/c equi (U x s (E- {0})/U, 0) 

ou E — {0} est le fibre vectoriel epointe, c'est-a-dire le complementaire de la section nulle de E. 
On rappellera dans le $777] comment est definie la structure de prefaisceau. 

Si S est lisse sur un corps parfait, la cohomologie motivique en bidegre (2r, r) est representee 
dans TL,(S) par KM(Tlns A r ) (pour ainsi dire par definition). Un des buts principaux de cette 
section est de montrer qu'au-dessus d'une telle base, KM(Ths E) ne depend que du rang du fibre 
vectoriel E. On obtiendra ainsi differents prefaisceaux representant la cohomologie motivique et 
on les utilisera dans la construction des operations de Steenrod. 

1.1 Le changement de base pour c eq}1 i(X/S, 0) avec S regulier 

Definition 1.1.1 Soit X un schema noetherien. On note D co1i (Jl) la categorie derivee bornee de 
la categorie abelienne des faisceaux coherents sur X . Soit Z un ferme de X . On note T)]! oh (X)z 
la sous-categorie pleine de Dj? oh (X) formee des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont 
supportes par Z . Soit C une composante irreductible de Z dont on note r\ = rjc le point gene- 
rique. Le foncteur de restriction T)^ oh (X)z — > ^ co h(^(ri))n induit apres passage aux groupes de 
Grothendieck (cf. SGA 5 VIII 2) une application K{D^ oh (X) z ) -t K(B^ oh (X^) v ) ~ Z (notee \c 
ou Xn)> I'isomorphisme de droite etant donne par la somme alternee des longueurs des objets de 
cohomologie. 

f 

Definition 1.1.2 Soit T — !• S un morphisme de type fini entre schemas reguliers. Soit X G 
Sm/S. On pose Xt = X x 5 T . On note /*: c equ i(X/ S, 0) — > c equ i(XT/T,0) le morphisme de 
groupes abeliens qui a Z ( avec Z C X un sous-schema ferme integre tel que Z —> S soit un 
morphisme fini et surjectif (au-dessus d'une composante connexe de S) associe 

f*Z= J2 Xv(@z ®*ff s ®t) ■ c 

rie(Zx 3 T)W 

II convient de verifier que le cycle ainsi defini appartient bien a c equ i(XT/T, 0) : 

Lemme 1.1.3 Les notations etant les memes que dans la definition precedente, le cycle f*{Z) 
est bien un element de c equ i{XT /T, 0). Plus precisement, pour toute composante irreductible C de 
Z Xs T le morphisme de projection C — > T est fini et C se surjecte sur une composante connexe 
de T. 

On rappelle (cf. |14| ) qu'une fonction de dimension (Zariski) sur un schema noetherien U est 
une fonction 5 : U —> Z telle que pour toute specialisation immediate (Zariski) x y (c'est-a- 
dire que x et y sont deux points de U , que y appartient a l'adherence de x et que l'adherence 
du point correspondant a x dans le localise Xr y \ est de dimension 1), on a 5{y) — S(x) — 1. Sur 
un schema noetherien connexe, deux fonctions de dimension different d'une constante. Si U est 

regulier, — codim est une fonction de dimension. Si V —> U est un morphisme de type fini, que U 
est universellement catenaire et que Su est une fonction de dimension sur U, alors on peut definir 
une fonction de dimension Sy sur V en posant Sv(v) = Sjj(f(v)) + deg. tr.(v/f(v)) ou deg.tr. 
est le degre de transcendanceQ. (En particulier, la restriction d'une fonction de dimension a un 
sous-schema est encore une fonction de dimension.) 

Demontrons le lemme. On munit S d'une fonction de dimension 5s ■ Tout S'-schema de type fini 
sera muni de la fonction de dimension deduite de 5s par la regie ci-dessus. La propriete a etablir 

1. Pour verifier cette affirmation, on peut se ramener au cas ouV = Ah et U est integre universellement catenaire. 
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est de nature locale sur S, done on peut supposer que / = tt o i avec i: T — > S' une immersion 
fermee et 7r : S' — > S un morphisme lisse. On peut aussi supposer que S, S' et T sont connexes. On 
note c la codimension de l'immersion fermee (reguliere) i. Notons C une composante irreductible 
de Zt = Z$' nXr, ou l'intersection schematique est prise dans le schema regulier Xs>- Notons d' la 
dimension relative du morphisme lisse S' —> S et C une composante irreductible de Z$' contenant 
C. Bien stir, C est une composante irreductible de l'intersection C n Xt dans Xs' ■ En appliquant 
[T71 Theoreme 3, §V.B.6] a cette intersection, on obtient : 

$c(vc) = Sx s , (vc) > $x s , (vc) -c = 5 z (r)z) +d' -c = Ss{rjs) + d! - c . 

Par ailleurs, si on note t G T l'image de r\c P& r 1 & projection C — ¥ T qui est un morphisme fini, on 
a : 

Scivc) — fyr(t) — $t{vt) — codim-r t = Ss{r]s) + d — c — codiniT t < 5s{r]s) + d — c . 

En combinant ces inegalites, on obtient que Sci^c) = dsivs) + d' — c et que codim^ t = 0, e'est-a- 
dire que t = ryr- Autrement dit, le sous-schema ferme integre C delxjT definit bien un element 
de c cqui (Ar/T,0). 

La proposition suivante montre que la construction du changement de base est fonctorielle : 



Proposition 1.1.4 Considerons un diagramme de deux morphismes de type fini composables 

U — T S entre schemas regulit 

9* of*: c equi (X/S, 0) -> (Xu/U,0). 



U — T — ^ S 1 entre schemas reguliers. Soit X G Sm/S. Alors, on a I'egalite (f o g)* 



Lemme 1.1.5 Soit T — > S un morphisme de type fini entre schemas reguliers. Soit X £ Sm/S. 
Soit Z un sous-schema ferme de X dont les composantes irreductibles soient telles que 

pour tout i G I , Z{ — > S soit un morphisme fini et surjectif au-dessus d'une composante connexe 
de S. Alors, pareillement, pour toute composante irreductible C de Zt — Z x g T , le morphisme 
C — > T est fini et surjectif au-dessus d'une composante irreductible de T, et le diagramme suivant 
commute, oil les morphismes verticaux notes x s 'identifient a des sommes de morphismes xc • C 
pour C parcourant les composantes irreductibles de Z ( resp. Zt ) ■' 

K(B h coh (X) z ) K(B h coh (X T )z T ) 



Cequi{X/ S, 0) s- C equi (X T /T, 0) 

L'assertion concernant les composantes irreductibles de Zt a ete etablie dans le lemme H.1.31 Par 
construction, la compatibilite a etablir pour tout element x G K (D^ oh (X) z) est satisfaite pour les 
elements [&z^\- Ceci permet de supposer que x est dans le noyau de I'application K(D^ oh (X)z) — > 
c cqui (X/S,0). 

Autrement dit, il s'agit de montrer que si x appartient a k.er(K (D^ oh (A)z) c oqu i(A/S', 0)), 
alors l'image de x via le foncteur — 0^ ffx appartient a ker(K(D^ oh (XT)z T ) c oqu i(AT/T 1 , 0)). 
De fagon evidente, cette condition sur / se comporte bien par composition. Comme on peut rai- 
sonner localement pour la topologie de Zariski, on peut utiliser une factorisation de / sous la forme 
d'une immersion fermee suivie d'un morphisme lisse. II suffit de traiter chacun de ces deux cas. 

Par un devissage sur les groupes de Grothendieck des faisceaux coherents, on se ramene a 
montrer que si D est une composante irreductible de Z (e'est-a-dire un des Zf) et Y C D un 
sous-schema ferine integre strictement contenu dans D, alors xc(^y &t) = pour toute 
composante irreductible C de Zt- Si /: T — > S est lisse, e'est evident. Si /: T — > S est une 
immersion fermee, cela resulte de [171 Theoreme 1 (a), §V.C.l] dans le cas ou S et T sont des 
schemas de type fini sur un corps, et de Corollary 5.6] dans le cas general. 

Pour demontrer la proposition !! . 1 .41 on peut appliquer le lemme precedent a /, g et fog. L'iso- 
morphisme evident (— ®^ &t) &u — — @u de foncteurs T)]! oh (X)z — > T>^ oh (Xu)z n pour 
un certain choix de Z permet d'obtenir l'identite voulue g*{f*{x)) = (f og)*(x) pour tout element 
x appartenant a l'image du morphisme x : K(T^oh(X)z) c cqu i(X / S , 0) . II est bien evidemment 
possible d'agrandir Z pour obtenir le resultat pour un element arbitraire de c equ i(X/ S, 0). 
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1.2 La categorie DM^(S) pour un schema regulier S 

Le but de cette sous-section est de definir une categorie DM^(S) de « motifs » au-dessus de 
S. Dans le cas ou S = Spec k est le spectre d'un corps parfait, la categorie DMf (k) s'identifiera 
a une sous-categorie pleine de la categorie DM cS {k) definie par Voevodsky Chapter V] (cf. 
[231 Theorem 1.15]). On a choisi une definition qui permette d'obtenir de facon aussi simple que 
possible l'adjonction entre cette categorie DMf (S) et la cate gorie homotopique H,(S) (cf. sous- 
section 11.30 . II serait egalement possible de proceder a ces constructions en utilisant la theorie 
radditive (sic) de [24J comme dans [23, §1.2]. 

On presente ici la theorie d'une facon aussi concise que possible afin d'etablir le theoreme 
d'isomorphisme de Thorn. Le lecteur interesse trouvera de plus amples details sur des constructions 
voisines dans [3J et [JJ. 

Definition 1.2.1 Soit S un schema regulier. Si X etY sont des objets de Sm/S, on note Cois{X, Y) = 
c e qui(X x $ Y / X , 0) . Supposons que X, Y et Z soient des objets de Sm/S, que a G Cors(X, Y) et 
que (3 G Cots(Y, Z). Notons P23,Pi3,Pi2 fes morphismes de projection respectifs de X Xj Y x$ Z 
sur Y x$ Z , X Xs Z et X XsY . On note ft o a = p\^- k {p\ 2 a -p^fi) 6 Cors(X, Z). Ceci definit la loi 
de composition pour une categorie additive notee SmCor/S dont les objets sont ceux de Sm/S et 
dont les groupes d'homomorphismes sont les groupes Cots(X, Y) pour X, Y G Sm/S. On notera 
parfois [X] Vobjet de SmCor/S associe a un objet X de Sm/S. 

II convient d'indiquer pourquoi cette definition a un sens. Plus precisement, le cycles p\ 2 a 
(resp. P23P) sur X x$ Y Xj Z est definis par image inverse par le morphisme plats P12 (resp. 
P23) de la facon usuelle. II s'agit aussi de l'element de c oqu i(X Xj Y Xj Z/X Xj Z,0) (resp. 
c e qui(^ x 5 y X S Z/X xg Y, 0)) obtenu par le changement de base du til. II Dans la situation ou 
X, Y, Z et S sont connexes (cas auquel on se ramene facilement), on montre facilement que si G 
(resp. F) est une composante irreductible d'un sous-schema ferme deXxgYxgZ intervcnant 
dans l'ecriture de p\ 2 ot (resp. P23P), alors la codimension de G (resp. F) est la dimension relative 
de Y — > S (resp. Z — > S). En procedant comme dans la demonstration du lemme IT. 1.31 on montre 
ensuite que G et F s'intersectent proprement et que toutes les composantes irreductibles C de GC\F 
dominent X (en fait, C — > X est fini surjectif). On definit le produit d'intersection p* 2 ct ■ P23P en 
utilisant pour multiplicites les caracteristiques d'Euler de modules Tor comme dans [17, §V.C.l]. 
Le fait que les schemas C consideres plus haut soient finis sur C permet de definir l'image directe 
de ce cycle, et cette image est bien dans Cors(X, Y). L'associativite de cette loi de composition 
provient de l'associativite (non triviale) du produit d'intersection defini comme ci-dessus, et a vrai 
dire, comme les points generiques des fermes intervenant dans l'ecriture des cycles sont tous dans 
la fibre des schemas consideres au-dessus du point generique de S, les resultats enonces dans [17] 
pour les schemas reguliers d'egale caracteristique sont suffisants pour construire cette categorie 
SmCor/S. 

En associant a un morphisme /: X — > Y dans Sm/S la correspondance finie donnee par le 
cycle du graphe de /, on obtient trivialement un foncteur Sm/S —> SmCor / S . 

Definition 1.2.2 On note PST5 la categorie des foncteur s additifs SmCor / S° pp — )• Ab. C'est la 
categorie des prefaisceaux avec transferts. On dispose d'un foncteur d'oubli des transferts PST5 — > 
Sm/ S opp Fiiis, vers la categorie des prefaisceaux d'ensembles (pointes) sur Sm/S. Un prefaisceau 
avec transferts qui devient un faisceau pour la topologie de Nisnevich apres application de ce fonc- 
teur d'oubli est appele « faisceau (Nisnevich) avec tranferts ». On note ST5 la sous-categorie pleine 
de PST5 formee des faisceaux avec transferts. 

On rappelle que la topologie de Nisnevich est la topologie « henselienne » definie dans |llj . 

Definition 1.2.3 Pour tout X G Sm/S et tout groupe abelien A, on note A tr (X) G PST5 le 
prefaisceau avec transferts defini par : 

A tr (X)(U) = Hom SmCor/s ([[/], [X]) = Cot s (U,X) = c eqm (U x s X/U,0) 
pour tout U G SmCor j S . 
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On verifie facilement que A tr (A) appartient a STg. (En fait, le prefaisceau sur Sm/S induit 
par A tT (X) est un faisceau pour la topologie etale.) 

Lemme 1.2.4 Le foncteur d'inclusion ST5 — > PST5 admet un adjoint a gauche a^i S : PST5 — > 
ST5 qui commute avec Voubli des tranjerts. Pour V G PST5, on appelle amsP faisceau avec 
tranferts associe a V '. 

Le fait que cet adjoint a gauche commute a l'oubli des transferts justifie que l'on n'introduise pas 
une notation supplementaire. Pour etablir ce lemme, il s'agit essentiellement de munir de transferts 
le faisceau associe au prefaisceau sur Sm/S induit par V apres oubli des tranferts. On note ams'P 
ce faisceau associe. On presente ici une variante des arguments de [261 Lemma 3.1.6, Chapter V] 
et §2.3]. 

Pour X G Sm/S, tout element x G (a-^i s V)(X) est induit par un element x G ker(p* — 
q* : V(U) — ) V(V)) ou (a: U — > X,(p,q): V — > U y-x U) sont deux morphismes etales couvrants 
pour la topologie de Nisnevich (autrement dit, U—tXetV-^UxxU constituent un 1-hyper- 
recouvrement Nisnevich de X). On montre comme dans |26l Proposition 3.1.3, Chapter V] que le 
complexe de prefaisceaux avec tranferts 

Z tI (V) ^ Z tI (U) -> Z tr (X) 

induit apres oubli des transferts une suite exacte de faisceaux abeliens sur Sm/S^is. L'element x 
dehnit un morphisme de prefaisceaux avec transferts Z tr (U) / lmZ tr (V) — > V. qui apres oubli des 
transferts et passage au faisceau associe, defmit d'apres ce qui precede un morphisme Z tr (X) 
a^i s V de faisceaux abeliens sur Sm/Sms- On verihe facilement que ce morphisme ne depend pas 
du representant i de x. 

La donnee de ce morphisme Z tr (X) — > a^i s V decrit Taction des tranferts sur x. On observe 
que ceci munit amsT 7 d'une structure de faisceau avec transferts et que V —> ayusP est bien le 
morphisme universel de V vers un faisceau avec transferts. 

II resulte aussitot de ce lemme que non seulement PST5 mais aussi ST5 sont des categories 
abeliennes de Grothendieck, tout comme leurs versions PST^a e t ST^.a a coefficients dans un 
anneau commutatif A. 

Definition 1.2.5 SoitC une categorie abelienne de Grothendieck. D'apres JSj/, on peut definir une 
structure de categorie de modeles sur la categorie (non bornee) des complexes C(C) d valeurs dans 
C de fagon d ce que les equivalences faibles soient les quasi-isomorphismes, les cofibrations les 
monomorphismes et les fibrations les morphismes ayant la propriete de relevement a droite par 
rapport aux cofibrations triviales. 

On note C>o(C) la sous- categorie pleine de C(C) formee des complexes situes en degres homo- 
logiques positifs, c'est-d-dire des complexes de la forme . . . < — < — Kq < — K\ < — K% < — .... 
Le foncteur d'inclusion C>o(C) — > C(C) admet pour adjoint a droite le foncteur de troncature r>o 
qui a un complexe K G C(C) associe son sous-complexe ... < — < — kcr(<i: Kq — > K-\) < — 
K x <—K 2 <—.... 

On munit C>o(C) de la structure de categorie de modeles dont les cofibrations sont les mono- 
morphismes, les equivalences faibles les quasi-isomorphismes et les fibrations les morphismes ayant 
la propriete de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales (de C>o(C)J. En outre, le 
couple de foncteurs adjoints forme de I'inclusion de C>o(C) dans C(C) et le foncteur de troncature 
r>o est une adjonction de Quillen. 

On note DC et D>o C les categories homotopiques de ces categories de modeles. 

La structure de categorie de modeles sur C>o(C) se deduit presqu'immediatement de celle 
definie par Hovey [5] sur C(C). Le seul axiome qui pourrait poser une difficulte est le fait que dans 
C>o(C) les cofibrations ont bien la propriete de relevement a gauche par rapport aux fibrations 
triviales. Ceci peut se verifier en utilisant l'astuce de Joyal (cf. [51 p. 64-65]). (On prendra garde 
au fait qu'une fibration de C>o(C) n'est pas forcement une fibration de C(C).) 

Pour C parmi les categories PSTg^y, ST^a et Ab (la categorie des groupes abeliens), on munit 
les categories C(C) et C>o(C) des structures de categories de modeles de la definition 11.2.51 
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Definition 1.2.6 Si f: K — > L est un morphisme dans C(Ab), on note cocone(f) = cone(f)[— 1]. 
(Le cdne est un modele de la cofibre homotopique de f. Dualement, le cocone est un modele de la 
fibre homotopique de f : il s'insere dans un triangle distingue 

cocone(f) —^K—>L—> cocdne(f) [1] . 

Definition 1.2.7 Soit un carre commutatif dans C(Ab) : 

A a- B 

f 

B' >C 

/' 

On dit que ce carre est homotopiquement cartesien si le morphisme evident A — > cocone(B@B' — > 
C) est un quasi- is omorphisme. 

Supposons que A, B, B' et C soient dans C>o(Ab). On dit que le carre est homotopiquement 

f—f' 

cartesien dans C>o(Ab) si le morphisme evident A — > T>ococ6ne(B B' — > C) est un quasi- 
isomorphisme. 

On verifie facilement que les categories de modeles C(Ab) et C>o(Ab) sont propres (a gauche 
et a droite) et que les notions axiomatiques des carres homotopiquement cartesiens (cf. [SI §8, 
Chapter II]) dans l'une et l'autre de ces categories de modeles coincident avec celles definies ici. Le 
foncteur de Quillen a droite K : C>o(Ab) ~ A opp Ab — > A opp Ens donne par l'equivalence de Dold- 
Kan ([6, §2, Chapter III]) preserve et reflete les equivalences faibles. Ainsi, un carre dans C>o(Ab) 
est homotopiquement cartesien si et seulement si le carre obtenu en appliquant le foncteur K est 
homotopiquement cartesien dans A opp Ens. 

Dans [13l Definition 1.13], la propriete de Brown-Gersten est definie pour les prefaisceaux 
simpliciaux sur Sm/S. On la definit ici pour des prefaisceaux a valeurs dans C>o(Ab) : 

Definition 1.2.8 Soit K un prefaisceau sur Sm/S a valeurs dans C>o(Ab). On dit que K verifie 
la propriete de Brown-Gersten si K{%) est acyclique et si pour tout carre distingue Nisnevich 

p-^U) 

p 

U 5- X 

c'est-a-dire que U est un sous-schema ouvert de X £ Sm/S et que p: V — > X est un morphisme 
etale induisant un isomorphisme au-dessus du ferme complementaire Z = (X — U) r £d, alors le 
carre commutatif 

K{X) ^K(U) 



K(V) ^K{p-\U)) 

qui s'en deduit dans C>o(Ab) est homotopiquement cartesien. 

Si K £ C>o(PSTs.a); on dit qu'il verifie la propriete de Brown-Gersten si le prefaisceau sur 
Sm/S deduit de K par composition avec le foncteur Sm/S — > SmCor/S la verifie. 

Proposition 1.2.9 Le foncteur axis'- C>o(PSTs.a) — > C>o(ST5 i a) est un foncteur de Quillen a 
gauche. On note H: D>o(ST5 ! a) - ► D>o(PSTs.a) ^ foncteur derive total a droite du foncteur 
d'inclusion C>o(ST5 ! a) - *■ C>o(PST5 a) (c'est I'adjoint a droite du foncteur D>o(PST5 ! a) - ► 
D>o(ST5.a) induit par ams)- 

Si V G C>o(PSTs.a) ; alors le morphisme d'adjonction V — > Ha^isV est un isomorphisme 
dans D>o(PST5.a) si et seulement si V verifie la propriete de Brown-Gersten. 
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II est evident que eiNis preserve les cofibrations et les equivalences faibles. Le foncteur d'inclusion 
C>o(STs,a) — > C^oCPSTs^a) et son adjoint a droite constituent done une adjonction de Quillen. 

Pour la deuxieme assertion (qui est homologue a [131 Proposition 1.16, p. 100]), on commence 
par observer que les objets fibrants T de C>o(STs a) verifient la propriete de Brown-Gersten. Pour 
cela, on peut utiliser le critere [131 Remark 1.15, page 100] : comme T est un faisceau, il suffit de 
verifier que pour toute immersion ouverte U — > V dans Sm/S, le morphisme de restriction .F(V) — > 
J~(U) induit une fibration d'ensembles simpliciaux apres application du foncteur K : C>o(Ab) — ¥ 
A opp Ens. Cette condition resulte d'un jeu d'adjonctions standard a partir de l'observation que le 
morphisme A tr (Z7) — > A tT (V) est un monomorphisme dans STs^- Pour conclure, on utilise une 
resolution fibrante V — >• T et on applique la variante Nisnevich du theoreme de Brown-Gersten 
[T31 Lemma 1.18, p. 101]. 

Corollaire 1.2.10 La categorie D>o(ST5 ! a) est equivalente a la categorie homotopique de la lo- 
calisation a la Bousfield de la categorie de modeles Cx^PST^a) dans laquelle les objets locaux 
seraient ceux verifiant la propriete de Brown-Gersten. 

On notera que d'apres |15l Proposition A. 4], les categories de modeles que nous considerons 
sont cellulaires ; il est done possible de leur appliquer les techniques de localisation developpees 
dans [7]. 

Definition 1.2.11 Soit A un anneau commutatif. La localisation a la Bousfield de la categorie 
de modeles C>o(ST5 i a) V aT rapport aux morphismes A. tr (X x A 1 ) — ¥ A tr (X) definit une nouvelle 
categorie de modeles (A 1 -localisee) dont les equivalences faibles et les fibrations seront appelees 
A. 1 -equivalences faibles et A 1 -fibrations. 

On note DM^(S) la categorie homotopique de la structure de categorie de modeles A 1 -localisee 
deC> (ST s ,A).~ 

D'apres le corollaire 11.2.101 DAI^(S) est aussi equivalente a la categorie homotopique de la 
localisation a la Bousfield de C>o(PSTs.a) dont les objets locaux T seraient ceux qui verifient la 
propriete de Brown-Gersten et tels que J~{X) — ¥ J- (A 1 x X) soit un quasi-isomorphisme pour tout 
X e Sm/S. 

1.3 L'adjonction entre DM^(S) et H.{S) 

Definition 1.3.1 On note ~H S ^(S) (resp. rl,(S)) la categorie homotopique de la structure de ca- 
tegorie de modeles sur A opp 5m/S' opp Ens, des prefaisceaux simpliciaux (pointes) sur Sm/S munie 
de la structure definie dans JO/ pour le site Sm/Sms (resp. muni de la structure A 1 -localisee definie 
dans JlStf)- (Dans tous les cas, les cofibrations sont les monomorphismes.) 

Proposition 1.3.2 On definit un foncteur d'oubli des transferts oub: C>o ST5.A — > A opp S'm/5' opp Ens. 
en combinant V equivalence de Dold-Kan C>o ST5.A — A° pp ST5 ! a (cf. §2, Chapter III]) et le 
foncteur d'oubli STs^ — > 5TO/S' opp Ens > . Ce foncteur envoie les quasi-isomorphismes sur des equi- 
valences faibles (locales pour la topologie de Nisnevich) , ce qui induit un foncteur note oub: D>o(ST5 ! a) — > 
H St ,(S). Ce foncteur admet un adjoint a gauche : 

M: H S ,.(S) -> D> (ST s ,a) 

Seule l'existence de l'adjoint a gauche est a justifier. II est formel que le foncteur d'oubli 
ST s ,a -> Sm/S opp Ens. admette un adjoint a gauche L: S'm/S' opp Ens. -)■ ST s ,a- En effet, pour 
(X, x) un objet pointe Sm/S, l'image par L du prefaisceau represente par X et pointe par x est 
coker(A tr (5) -=+ A tr (X)). Dans le cas general, on utilise qu'un prefaisceau pointe est colimite 
de prefaisceaux representables. On etend L en un foncteur A opp 5 l m/S' opp Ens, — > A opp ST5 A et 
on note encore L: A opp Sm/ S opp Fins, — > C>o(ST5.a) le foncteur obtenu par composition avec 
l'equivalence de Dold-Kan. 

Pour X £ A opp S'm/5' opp Ens., un candidat naturel pour MX est LX. On precede alors comme 
dans [T31 p. 63-64] (voir aussi [TBI §2.1]). On dit qu'un objet X est admissible si pour tout objet 



fibrant T e C> (ST SiA ) et toute resolution fibrante oub J" -> dans A^Sm/S^Ens., le 
morphisme evident d'ensembles simpliciaux suivant est une equivalence faible : 

^oyc^LX.T) -> hom(X,G) . 

Ici, horn designe les bifoncteurs Horn simpliciaux (i.e. a valeurs dans A opp Ens) provenant des 
structures simpliciales evidentes sur C> ST S:A ^ A°ppST SiA et A opp Sm/S opp Ew.. Du fait de 
l'adjonction (simpliciale) entre oub et L, cela s'enonce aussi en disant que 

hom(X, oub J-) — > hom(X,Q) 

est une equivalence faible d'ensembles simpliciaux. 

En passant au ttqV equivalence faible cl-dessus, on obtient aussitot que si X est admissible, alors 
le foncteur adjoint M est defini en X et M(X) = L(X). Montrer que l'adjoint a gauche M existe 
revient a montrer que tout objet de 'H Si# (S') peut etre represente par un prefaisceau simplicial 
pointe admissible, ce que nous allons faire (et la demonstration montre qu'en fait M est le foncteur 
derive total a gauche de L). 

En utilisant des lemmes de resolutions (voir [T31 Lemma 1.16, p. 52]), on peut supposer que X 
est un prefaisceau simplicial tel que pour tout n G N, X n soit une somme directe de prefaisceaux 
(pointes) representables. Pour montrer qu'un tel prefaisceau X est admissible, en utilisant les 
proprietes des objets admissibles (cf. [121 Lemma 1.53, p. 64] et [T51 Lemmes 2.7 et 2.8]), on peut 
se ramener au cas ou X est induit par un prefaisceau d'ensembles represente par un objet pointe 
{X,x) de Sm/S. II s'agit de montrer que l'application d'ensembles simpliciaux 

hom((X, x), oub J 7 ) — »• hom((X, x),G) 

est une equivalence faible. L'ensemble simplicial hom((X, x), oub J-) est la fibre du morphisme 

d'ensembles simpliciaux pointes oubJ-(X) oub7 r (S') (de meme pour Q). Pour conclure, il 
suffit done de montrer que oubJ r (X) — > G{X) et oubJ r (S') — > G(S) sont des equivalences faibles 
et que les morphismes oub_F(X) — > oub J-~(S) et G(X) — > G(S) induits par x sont des fibrations. 
La premiere assertion resulte du theoreme de Brown-Gersten puisqu'aussi bien T que G verificnt 
la propriete de Brown-Gersten. La deuxieme assertion se deduit facilement du fait que les objets 
T et G sont fibrants dans C> (ST s ^a) et A^PSm/S^Ens. respectivement. 

Lemme 1.3.3 Soit U — > X une immersion ouverte dans Sm/S. Alors, le prefaisceau pointe X/U 
est admissible au sens introduit dans la demonstration de la proposition M.S. 'A Autrement dit, on 
a un isomorphisme M(X/U) ~ A tr (X) / A tr (U) . 

Ceci repose sur le principe [13l Lemma 1.53(3), p. 65] qui s'applique puisque U — > X et A tI (U) — > 
A tr (X) sont des monomorphismes. 

Pour qu'il n'y ait pas d'ambiguite sur le sens de l'enonce de la proposition 1 1 . 3 . 51 on precise la 
definition d'objet A 1 -local utilisee ici : 

Definition 1.3.4 Si J- G Cx^ST^a), on dit que J- est A 1 -local si pour tout morphisme J- T' 
tel que T 1 soit fibrant et ip une equivalence faible (pour la structure non A 1 -localisee) , le mor- 
phisme F'(X) — > ^'(A 1 x X) est un quasi-isomorphisme pour tout X G Sm/S. On dit que 
J- G C>o(PST5 ! a) est A 1 -local si a^nsT est A 1 -local au sens ci-dessus. (Noter que la condition 
ne depend que de la classe d' isomorphisme de I'image de T dans la categorie D>o(STs.a)- Noter 
aussi que cela a un sens de dire d'un morphisme dans D>o(ST5 ! a) que e'est une A 1 -equivalence 
faible.) 

On utilise une definition semblable des objets A 1 -locaux dans H S ,,(S), voir [T31 Definition 3.1, 
p. 86]. 

Proposition 1.3.5 Le foncteur oub : D>o(ST5 ! a) — > H S .*(S) envoie les objets A}-locaux sur des 
objets A 1 -locaux. Un morphisme f dans D>o(STs.a) est une A 1 -equivalence faible si et seulement 
si oub/ est une A 1 -equivalence faible. 
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Si T est un objet fibrant de C>o(STs.a) (pour la structure non A 1 -localisee), alors T verifie la 
propriete de Brown-Gersten. Dire que T est A 1 -local revient a dire que T{X) — > ^(A 1 x X) est un 
quasi-isomorphisme. Apres application du foncteur oub, oub F verifie encore bien sur la propriete 
de Brown-Gersten. L'hypothese que T est A 1 -local montre alors que oub T(X) — > oub J-^A 1 x X) 
est une equivalence faible, ce qui conjointement avec la propriete de Brown-Gersten, implique que 
oub J 1 " est AMocal. 

Observons qu'il decoule de ceci que si T — » Q est une A 1 -equivalence faible entre objets A 1 - 
locaux, c'est une equivalence faible, done oub J 7 — > oub Q est une equivalence faible, a fortiori une 
A^equivalence faible. 

Pour montrer que oub preserve les A 1 -equivalences faibles, il suffit done de montrer que pour 
tout T G C^olSTs^); pour une certaine A 1 -resolution fonctorielle J 7 ', a savoir que T — > J 7 ' est 
une A 1 -equivalence faible et J 7 ' est A 1 -local, alors oub J 7 — > oub J 7 ' est une A 1 -equivalence faible. 

Pour cela, on utilise une variante des constructions Sing = Sing A de [THl p. 85-91] et de |26l 
Proposition 3.2.3, Chapter 5]. On note A* l'objet cosimplicial standard dans Sm/S forme d'espaces 
affines. Soit X un prefaisceau simplicial sur Sm/S. Pour U G Sm/S, on note Hom(U, X) le pre- 
faisceau simplicial qui & V £ Sm/S associe X(U x$V). L'application qui a n associe Hom(A", X) 
definit un objet simplicial dans la categorie des prefaisceaux simpliciaux, autrement dit un pre- 
faisceau bisimplicial. On note SingA" G A opp Sm/S opp F>ns, la diagonale de cet objet bisimplicial. 
D'apres |13l Corollary 3.8, p. 89], le morphisme evident X — > Sing X est une A 1 -equivalence faible. 

La construction Hom([7, X) mentionnee plus haut pour U £ Sm/S admet une variante quand 
on remplace le prefaisceau simplicial X par un objet T G PST5 A (ceci est lie au produit tensoriel 
sur SmCor/S etendant le produit dans Sm/S). Cette construction Hom(C7, — ) commute a l'oubli 
des tranferts. Ainsi, si T G C> (ST SiA ), modulo Identification C> (ST s ,a) ~ A opp ST s , A , on 
obtient un objet Sing J 7 G A° pp ST5.a — 0^0(8X5^) . Pour aller plus loin, nous allons utiliser le 
lemme suivant : 

Lemme 1.3.6 Soit T G PSTg^. Alors, le morphisme evident Hom(A 1 , J 7 ) — > T est une A 1 - 

equivalence faible. 

La demonstration de ce fait est etonnamment delicate. On note A tr (A 1 ) ® — : PST5.A — > 
PST Si a le foncteur adjoint du foncteur Hom(A 1 , -): PST s ,a -> PST s ,a. II envoie A tr (A) sur 
A tr (A 1 x X) et par la compatibility que ce foncteur doit verifier par rapport aux colimites, on 
l'etend tautologiquement a PST5 iA - Si X G PSTs^ est une somme directe de prefaisceaux de la 
forme A tr (X), alors A tr (A 1 )(8) X — > X est tautologiquement une A 1 -equivalence faible parce qu'une 
somme directe de A 1 -equivalences faibles est une A 1 -equivalence faible. En utilisant une variante 
appropriee de [131 Proposition 2.14, page 74], on obtient que si X G C>o(PST5 a) est tel que pour 
tout n G N, X n soit une somme directe de prefaisceaux A tr (A), alors A tr (A 1 ) <g) X — > X est une 
A 1 -equivalence faible. II en resulte que pour un tel objet X, les deux morphismes X — > A tr (A 1 )(8) X 
definis par les S'-points et 1 de A^ deviennent egaux dans la categorie DMf Q (S). Ceci vaut en 
fait pour tout X G C>o(PST5 i a) comme on le deduit facilement d'un quasi-isomorphisme X 1 — > X 
dans C>o(PSTs.a) avec X' de la forme particuliere ci-dessus. 

Pour T G C>o(PST5 i a), on considere ensuite le morphisme 

ip: A tr (A 1 ) ® Hom(A 1 ,J) Hom(A 1 ,J) 

qui correspond par adjonction au morphisme 

Hom(A 1 ,J) Hom(A 1 ,Hom(A 1 , J 7 )) = Hom(A 2 , J 7 ) 

qui provienne par fonctorialite du morphisme A 2 — > A 1 qui a (x, y) associe xy. 

En composant ce morphisme ip avec les deux morphismes Hom(A 1 , J 7 ) — s> A tr (A 1 )(g)Hom(A 1 , T) 

correspondant a et 1, on obtient que le morphisme compose evident Hom(A 1 ,J 7 ) T — > 
Hom(A 1 , J) devient l'identite dans DM^(S), ce qui permet de finir la demonstration du lemme [T. 3. 6 1 

On peut maintenant finir la demonstration de la proposition II .3. 51 Grace au lemme precedent, 
en procedant comme dans le cas des prefaisceaux simpliciaux, on obtient que pour tout J- G 
C>o(ST5 ! a), le morphisme evident J 7 — > Sing J 7 est une A 1 -equivalence faible (e'est-a-dire devient 
un isomorphisme dans DM^(S)). 
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Notons Ex un foncteur de resolution fibrante sur C>o(STs a) (pour la structure non A 1 - 
localisee) et F — Sing o Ex: C>o(ST,5.a) — > C>o(ST5 ! a). En utilisant la transformation naturelle 
Id — > F pour definir des morphismes F n — > FoF n — F n+1 , on obtient un systeme inductif (F n )„>o 
de foncteurs dont on note F°° la colimite. Pour tout T G C>o(ST5 i a), le morphisme T — >■ F^T 
est une A 1 -equivalence faible et F°°T est A 1 -local d'apres l'argument de |13l Lemma 2.6, p. 107]. 
En observant que Sing commute a l'oubli des transferts, on peut utiliser |13l p. 107] pour obtenir 
que le morphisme oub J- — > oubF 00 ^ 7 est une A 1 -equivalence faible dans H S ,»(S). 

Pour montrer que oub preserve et reflete les A 1 -equivalences faibles, en utilisant le resultat 
du paragraphe precedent, on peut supposer que la source et le but de la fleche consideree dans 
C>o(ST5 ! a) sont AMocaux. Dans ce cas, les notions de A 1 -equivalences faibles et d' equivalences 
faibles (locales pour la topologie de Nisnevich) coincident. On est ainsi ramene a verifier que si 
/ : J- — >• Q est un morphisme dans C>o(ST5 i a), alors / est un quasi-isomorphisme si et seulement 
si oub / est une equivalence faible (locale pour la topologie de Nisnevich), ce qui est evident. 

On deduit aussitot des propositions 11.3.21 et 11.3.51 le corollaire suivant : 

Corollaire 1.3.7 Le foncteur oub : C>o(ST5 ! a) — » A° pp Sm/ 5 opp Ens. preservant les A 1 -equivalences 
faibles, il definit par localisation un foncteur K : DM^(S) — > H,(S). Le foncteur M: H S ^(S) — > 

D>o(ST5 i a) preservant les A 1 -equivalences faibles, on note aussi M: H,(S) -> DMf {S) le fonc- 
teur qu'il induit et qui est adjoint a gauche de K. 

1.4 La fonctorialite elementaire de la categorie DM^(S) 

Dans cette sous-section, on se donne un morphisme / : T — > S entre schemas reguliers. On 
definit un foncteur /*: SmCor/S — > SmCor/T qui sur les objets envoie X G Sm/S sur Xt = 
X Xg T G Sm/T et qui au niveau des morphismes, pour X et Y dans Sm/S, soit donne par 
l'application de changement de base (cf. definitioii ll.1.21) : 

c C qui(* xs Y/X, 0) -> c cqui (X T x T Y T /X T ,0) . 

II n'est pas bien difficile de verifier que cette definition est compatible a la composition des corres- 
pondances finies, c'est-a-dire que ceci definit bien un foncteur /* : SmCor/S — > SmCor/T. 

La composition avec le foncteur additif /* : SmCor/T — > SmCor/S definit un foncteur /* : PSTV.a — ^ 
PSTg.A (qui applique la sous-categorie STt.a dans ST^a)- Ce foncteur PSTV.a ^ PSTs^a 
admet un adjoint a gauche /* : PSTV.a PST^.a (qui etend par passage a la limite inductive le 
foncteur /* : SmCor/T — > SmCor/S au niveau des objets representables). 

La categorie abelienne PSTs^a admettant suffisammcnt d'objets projectifs, il est permis d'in- 
troduire le foncteur derive total a gauche L/* : D>o(PSTs a) — > D>o(PSTt.a)- 

Proposition 1.4.1 Si p: C>o(PSTt.a) — > C>o(PSTt.a) est une resolution A 1 -fibrante, le fonc- 
teur f+o p: C>o(PSTV.a) - ► C>o(PST5 i a) preserve les A 1 -equivalences faibles ; il induit done un 
foncteur R/* : DM^(T, A) -> DMf (S, A) . 

Le foncteur L/*: Cx^PST^a) C>o(PSTx.a) preserve les A 1 -equivalences faibles. Le 
couple de foncteurs (L/*, R/*) ainsi defini entre les categories DM^(T, A) et DM^(S, A) est un 
couple de foncteurs adjoints. 

La demonstration est essentiellement la meme que celle de [T31 Proposition 2.8, p. 108]. Cela 
vaut aussi pour l'enonce suivant, homologue de |13[ Proposition 2.9, p. 108] : 

Proposition 1.4.2 Supposons que le morphisme f : T —> S soit lisse. Le foncteur f* : SmCor/S — > 
SmCor/T admet alors un adjoint a gauche /j: SmCor/T — > SmCor/S (qui au niveau des ob- 
jets representables est tel que pour tout X G Sm/T, f$[X] = [X] ou, a droite, X est considere 
comme un objet de Sm/S). Le foncteur /*: PSTs.a — > PSTY,a s'identifie a la composition avec 
/jj : SmCor/T — > SmCor / S . Le couple de foncteurs (/*,/*) entre C>o(PST^a) et C>o(PSTs ] a) 
(resp. C>o(STt ! a) et C>q{S'Ts,a)) es t une adjonction de Quillen (pour les structures A 1 -localisees 
ou non) ; on peut alors identifier f* et L/*. Enfin, le foncteur /*: DM<q(S,A) — > DM^(T,A) 
admet un adjoint a gauche L/jj. 
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1.5 Isomorphisme de Thorn relatif 

Soit k un corps parfait. Soit A un anneau commutatif de coefficients. Le foncteur d'inclusion 
de C>o(STfc A) dans la categorie des complexes bornes superieurement (pour la numerotation 
cohomologique) induit un foncteur pleinement fidele DM^(k, A) — > DM cS (k,A) (ceci decoule 
aussitot du fait que le foncteur de A 1 -localisation C* de Proposition 3.2.3, Chapter V] preserve 
C>o(ST fc ,A))- 

Pour M e DMt s (k,A) et (p,q) G Z 2 , on note H™(M) = Hom DM e ff(feiA) (M, Z(q)\p\) ou 
Z(q) = si q < et Z{q)[2q] = M(A q / A q - {0}) G DMf (k,A). 

Pour X G H.(k), on note aussi HP> q (X) = H p ' q (M(X)) et pour X G H(k), H™{X) = 
H p ' q (X + ). 

Definition 1.5.1 Soit S G Sm/k. Soit L un fibre en droites sur S. On note C\(L) la classe de L 
dans iJ 24 (5) ~ Pic(S)<8>A (cf. [26, Corollary 3.4-3, Chapter V]). Soit E un fibre vectoriel de rang 
r, on note ci(E), . . . , c r (E) les uniques elements de H 2 *'*(S) tels que 

C + ^(E)?- 1 + ■ ■ ■ + c r (E) 

appartienne au noyau de H 2r - r (P(E © X )) -> H 2r < r (P(E)) oil £ = Ci(^(l))|. 

On note t E G H 2r > r (Th s E) ~ ker(iJ 2r > r (P(£ © X )) -> H 2r ' r (P(E))) (voir JM Proposi- 
tion 3.5.1, Chapter Vj) la classe correspondant a £ r + ci(£ , )£ r ~ 1 + • • • + c r (E) via I 'isomorphisme 
canonique Th s E = E/(E - {0}) ~ P(£? © & X )/~P(E) dans H.(k) (cf. [13, Proposition 2.17, 
p. 112]). 

Proposition 1.5.2 Soit S G Sm/k. Soit E un fibre vectoriel de rang r sur S . Alors, le morphisme 

M(Th s E) -> M(Th s A r ) 

dans DM<q(S,A) induit par la classe t E G H 2r ' r (Ths E) es t un isomorphisme dans DM<q(S,A). 
En particulier, t E induit un isomorphisme KM(Ths E) — > ATM(Ths A r ) dans H,(S). 

On peut considerer Ths E comme un objet aussi bien de TL,(S) que de TL,(k), mais on a bien 
sur a B Th s E = Th s E et a t M(Th s E) = M(a t Th s E). On a des bijections : 

H 2r < r (Th s E) = Rom DMfo{kA) ( ai M(Th s E),M(^kA r )) 

= Kom DMfo(s) (M(Th s £0, a*M(Th fe A r ) 

= Rom DMfo(s) (M(Th s E), M(Th s A 1 ")) 

Ainsi, a t E correspond bien un morphisme M(Thg E) — > A/(Thg A r ) dans DM^(S). Pour montrer 
que c'est un isomorphisme, il suffit de le verifier apres application des foncteurs de restriction 
evidents DM^(S,A) — > DM^(U,A) ou U parcourt un recouvrement de S par des ouverts au- 
dessus desquels E serait trivial. On peut ainsi supposer que E = A r s . Le fibre E provient alors 
par image inverse d'un fibre (trivial) sur Specfc. On se ramene ainsi au cas ou S — Spec A; et cela 
resulte alors de [261 Proposition 3.5.1, Chapter V]. 

Remarque 1.5.3 Dans le cas oil le fibre E est A r s , I 'isomorphisme de la vrovosition \T.5.2\ est bien 
evidemment I'identite, pourvu qu'on ait fait le bon choix de signe dans V isomorphisme H 2,1 (S, Z) ~ 
PicCS*). 

1.6 Classes tautologiques 

On suppose ici que k est un corps parfait et que S G Sm/k. 

Definition 1.6.1 Pour tout fibre vectoriel E sur S, on note K E G A opp 5m/5 opp Ens # le prefais- 
ceau KM (Ths E). En particulier, pour tout entier naturel r, on note K r — . 

2. Ici, P(E) est le Proj de l'Algebre symetrique du dual de E. 



13 



D'apres l'isomorphisme de Thorn relatif (cf. proposition 1 1 . 5 . 2]) . on a un isomorphisme canoniquc 
Ke — K r dans H,(S) si E est un fibre vectoriel de rang r sur S. 

Proposition 1.6.2 Soit E un fibre vectoriel de rang r sur S. On note te le morphisme tautologique 
(d'adjonction) te ■ Trig E Ke = KM (Ths E) dans Sm/ S^^Ens.. Alors, le diagramme suivant 
est commutatif dans T-L t (S) : 

Th s E K E 



K r 

En vertu de l'adjonction de la sous-section II .31 cette compatibilite est tautologique puisque les 
deux morphismes t F : Ths E — > K r et Ke — K r sont d'une maniere ou d'une autre induits par la 
classe de Thom t E . 

Proposition 1.6.3 On suppose donnes deux fibres vectoriels E et F de rangs respectifs r et s sur 
S. Alors, le diagramme suivant est commutatif dans T-l m (S), ou les morphismes horizontaux sont 
les morphismes « produits » evidents et les morphismes verticaux sont induits par I 'isomorphisme 
de Thom relatif applique aux fibres vectoriels E, F et E © F : 

K E A K F ^ K ES)F 



K r A K, 



K, 



r+s 



En utilisant l'adjonction de la sous-section ll.3l cela se deduit du diagramme commutatif suivant 
qui enonce une compatibilite facile des classes de Thom a la somme directe des fibres : 



M(Th s E) <E> M(Th s F) 



M(Th s A s )®M(Ths A r g ) 



M(Th s (E®F)) 



M(Th s A r s +S ) 



Remarque 1.6.4 On a utilise ici le produit tensoriel sur la categorie DM^(S,A). S'il n'en sera 
pas fait ici un usage intensif il convient cependant d'en esquisser une construction. Ce produit 
tensoriel provient d'une structure monoi'dale symetrique sur SmCor/S qui est telle que [X] <g> 
[Y] = [X XsY]. Cette structure monoi'dale s'etend sans diffculte a la sous- categorie pleine S de 
C>o PSTs,a formee des complexes de prefaisceaux avec transferts qui terme a terme sont sommes 
directes de prefaisceaux representes par des objets de SmCor / S . Comme a equivalences faibles 
pres, on pent remplacer (fonctoriellement) tout objet de C>o PSTs.a V ar un objet de S, il suffit de 
justifier que <8> : S x S — > S preserve les equivalences faibles. Pour cela, on se ramene a montrer 
que pour tout [U] £ SmCor / S , le foncteur — (£> [U] : S — > S preserve les (A 1 -) equivalences faibles. 
Ceci s'obtient facilement en considerant le foncteur Hom([J7], — ) : C>o PSTs.a C>o PSTs,a 
qui a K associe [X] i — > K([U] ® [X]). On peut en effet deriver a droite ce foncteur pour obtenir 
RHom([(7], — ): DM^(S, A) — > DM<q(S, A), I'adjoint a gauche de ce foncteur etant donne sur 
les objets de S par le foncteur — (g> [U], lequel preserve done les (A 1 -) equivalences faibles. 



2 Construction de l'operation totale 

On fixe un corps de base parfait k. Soit A un anneau de coefficients. On se donne une action 
(a gauche) d'un groupe fini G sur un ensemble fini (non vide) A a n elements. On fixe aussi 
S G Sm/k et 7r: U — > S un G-torseur etale (a gauche) au-dessus de S (ainsi, S = G\U). (Le seul 
cas veritablement interessant est celui ou Paction du groupe G sur A est fidele.) 
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2.1 Construction de l'operation 

L'action de G sur A et le torseur U permettent de definir un fibre vectoriel de rang n sur S par 
descente fidelement plate : 



Definition 2.1.1 On note £ le fibre vectoriel sur S defini a isomorphisme unique pres par la 
donnee d'un isomorphisme de fibres $: 7r*£ ^» A tel que pour tout g G G, le diagramme evident 
de fibres vectoriels sur U commute : 



°9 



g*<S> 

9*0$ 



ou og est V automorphisme (de permutation) de A induit par la bijection A — > A correspondant a 
l'action de g. 

Comme les matrices de permutation sont des matrices orthogonales, on peut remarquer qu'il 
existe un isomorphisme canonique de fibres vectoriels £ ~ £ v ou £ v est le dual de £. 

Remarque 2.1.2 Plus generalement, si V est une representation k-lineaire de dimension finie de 
G, on peut remplacer G A par Honi/^V, Ojj) dans la definition ci-dessus pour associer a une telle 
representation V un fibre vectoriel sur S. La definition ci-dessus correspond alors au cas particulier 
des representations de permutation. 

Definition 2.1.3 Pour tout fibre vectoriel E sur S, on definit un morphisme 

Pe ■ Ke — ► Ke®£, 

dans A opp S'm/5 opp Ens, . // est induit par le morphisme de prefaisceaux (aussi note Pe ) A tr (E) — > 
A tr (E <g) £) sur Sm/ S opp F,ns, faisant commuter le diagramme suivant pour tout X £ Sm/S : 



c equi (X x s E/X,0) 



® 



Pe 



+ c equi (X x s (E®li)/X,0) 

^e q m{X X S (E A X S U)/(X X S C/),0) C 



c equi (X x s E A /X,0) c equi (X x s (E A x s U)/(X x s U),0) 



Le morphisme ® est celui d'« elevation a la puissance n » (qui induit un morphisme Ke — > 
K e a) : il est induit par la structure tensorielle sur SmCor/S et la diagonale de E. Le morphisme 
(2) provient du changement de base (etale) par U — > S, tout comme le morphisme (§). II convient 
de preciser ce fait. Tout d'abord, Taction de G sur U induit une action sur (E ® £) x 5 U. Par 
construction, on a un isomorphisme canonique (E <8> £) Xj U ~ E A X5 U et cet isomorphisme est 
G-equivariant (ou E A x$ U est muni du produit de Taction par permutation sur E A et de celle 
donnee sur U). Ceci definit les morphismes (3) et (§), @ etant un isomorphisme par descente etale 
des cycles. L'existence de Pe '■ A tT (E) — > A tI (E ® £) provient du fait evident que le compose de ® 
et (2) se factorise par ©. 

Si deux elements x et x' de c oq ui(^ xg E/X, 0) different d'un element y = x' — x e c cqu ;(X X5 
(E — {0})/X, 0) C c cqu i(X x s E / X , 0), alors la difference (x+y) n — x n de leurs images par est une 
somme d'orbites sous Taction du groupe symetrique de termes y p x n ~ p avecp > 1, ce qui montre que 
cette difference appartient a c cqu i(X x s (E A — {0})/X, 0) C c cqui (X x s (E A ) / X 7 0). La consideration 
des variantes des morphismes de groupes (2), (3) et ou Ton aurait epointe les fibres vectoriels E A 
etE®£ montre que P E {x') - P E {x) G c cqui (X x s (E®£- {0})/X, 0) C c cqui (X x s {E® £)/X, 0). 
Ainsi, le morphisme P E : A tI (E) — > A tI (E <X> £) passe bien au quotient pour definir un morphisme 
P E - K e ->■ K Em . 

Les deux propositions suivantes sont evidentes : 
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Proposition 2.1.4 Si E et F sont des fibres vectoriels sur S, alors on dispose d'un diagramme 
commutatif ( ou les morphismes verticaux sont les morphismes « produits » evidents ) : 

p e ap f 

Ke A Kp s- Ke®£ A Kp^ 



Ke®F *■ K(E®F)®£, *■ Ke®(,®F®£, 

Proposition 2.1.5 Si outre (G, A, U) on se donne un groupe fini G' , un G 1 -ensemble fini A' et un 
G' -torseur etale U' au-dessus de S et que Von note £' le fibre vectoriel sur S associe a (G',A', U') 
comme £ I'etait a (G,A, U), on a un diagramme commutatif : 



Ke®£ 




Ke »- Ke®£®£' 

^E,(GxG' ,AxA' ,Ux S U') 

Definition 2.1.6 Pour tout fibre vectoriel E de rang r sur S, on a defini un morphisme Pe ■ Ke — > 
Ke®^ dans A opp Sm/S opp Ens 9 . En utilisant I'isomorphisme de Thorn relatif pour E et E Cg> £ 
(cf. H1.5\) . on en deduit un morphisme dans T-i»(S), note aussi Pe ■' 

Pe - K r ~ Ke — ^> Ke®£ ^ K rn . 

Ainsi, pour tout X e TL,(S), Pe definit une application : 

P E : H 2r ' r {X) -> H 2rn ' rn (X) 

Nous verrons au H2.5l que cette action Pe ne depend que du rang du fibre E (et bien sur aussi 
de (G, A, U)). Notons cependant le calcul suivant : 

Proposition 2.1.7 Soit E un fibre vectoriel de rang r sur S . On notetE E H 2r,r (Ths E) la classe 
de Thorn, on a alors : 

P E (t E ) = S*t Em e H 2rn < rn (Th s (E ® 0) 

oil 5: Thg E — > Ths E ® £ est le morphisme induit I'inclusion E —> E ® £ deduite de Vinclusion 
evidente Ag — > £. 

En effet, d'apres la proposition II. 6.21 il suffit de verifier que, strictement, au niveau des cycles, 
on a Pe(te) — 8*(te®£), ce qui est immediat. 

2.2 Raffinement de l'operation totale 

Definition 2.2.1 On note Sc,/S la sous-categorie pleine de la categorie des faisceaux pointes sur 
Sm/S formee des faisceaux pointes isomorphes a une somme directe d'objets de la forme X + pour 
X 6 Sm qp /S (oil Sm qp / S est la sous-categorie pleine de Sm/S formee des S-schemas quasi- 
projectifs). 

Definition 2.2.2 Soit X e A opp Sm/S opp 'Ens m . On note Triv/X la categorie des morphismes 
X' — > X dans A opp S l 77i/S opp Ens. qui sont des fibrations triviales locales et tels que X' £ A opp Sc./5 l . 

On encourage le lecteur a lire O §1] ou est definie la notion de fibration triviale locale. On 
rappelle que dans la situation consideree ici une fibration (triviale) locale est un morphisme de 
prefaisceaux simpliciaux induisant des fibrations (triviales) d'ensembles simpliciaux apres applica- 
tion d'un ensemble conservatif de foncteurs fibres pour le site Sm/Sms- 

Proposition 2.2.3 Soit y S A opp Sm/S opp Ens, un prefaisceau tel que pour tout X e Sm/S, 
y(X) soit un ensemble simplicial fibrant. Alors, pour tout X £ A opp S'm/S' opp Ens, : 

Homjj ( S )(X,y) ~ colim 7r hom(X', y) 
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Ceci resulte de [9j p. 55]. On pourra noter que le systeme inductif se factorise par la categorie 
homotopique vrTriv/A" de Triv / X '. II n'y a evidemment pas de difference entre la colimite indexee 
par Triv/X° pp et par 7rTriv/,Y opp . L'avantage est que la categorie 7rTriv/A' opp est filtrante. Ce- 
pendant, ni TtW/X ni wTriv/X ne sont des petites categories, mais dans |13[ Lemma 1.12, p. 51], 
il est montre que TrTriv/A" 01313 contient une petite sous-categorie pleine cofinale. 

Corollaire 2.2.4 Pour tout fibre vectoriel E sur S et X G A opp S'm/S' opp Ens. ) on a une bijection 
canonique : 

Hom H> ( S ) {X , Ke) — colim ttq hom(X' , Sing Ke) 

Tout d'abord, les sections de Singing sur les objets de Sm/S sont des ensembles simpliciaux 
induits par des groupes abeliens simpliciaux ; ils sont done fibrants. En outre, Sing Ke est un objet 
A 1 -local de H m (S) (on peut supposer que E est trivial puisque la verification est locale sur S, 
mais alors Ke est induit par un prefaisceau simplicial sur Sm/k qui est A^local d'apres [26, §3.2, 
Chapter V]). 

Proposition 2.2.5 On considere le foncteur Sm qp / S — > Sm qp / S qui a X associe G\(X A XsU). 
On en deduit un foncteur Sc m /S — > Sc,/S note X i — > G\(X AA x$U) qui a X + associe G\(X A Xs 
[/)+ et qui commute aux limites inductives filtrantes. Le foncteur A opp Sc./S' — > A opp Sc./S' que 
Von en deduit "preserve les equivalences faibles (locales pour la topologie de Nisnevich) et les A 1 - 
equivalences faibles. 

Ceci resulte des resultats principaux de [U §5.1, 5.2] concernant les foncteurs X i — > X A et 
X i — > G\X. On notera que les categories homotopiques T-L m (S) et TL s ,m(S) definies a partir de la 
categorie Sm/S (ou Sm qp /S, cela revient au meme) sont des sous-categories pleines des categories 
homotopiques homologues definies en considerant la categorie des 5-schemas de type fini (quasi- 
projectifs) utilisee dans [J ; cela s'obtient par exemple en utilisant des arguments semblables a 
ceux de [11 §1.3]. 

Definition 2.2.6 La categorie 1-L m (S) etant equivalente a la categorie obtenue en inversant for- 
mellement les A. 1 -equivalences faibles dans A opp Sc./S', la vrovosition \2.2.o^ vermet de definir un 
foncteur TL,(S) TL,(S) deduit du foncteur precedemment defini sur A opp Sc./5 et que nous 
noterons X i — > G\l(X aA x s U). 

Comme dans le ij2.ll E sera un fibre vectoriel sur S. 
Definition 2.2.7 Soit X e Sm qp /S. On definit une application 

P E : K E (X) -> K E ® ( (G\(X A x s U)) 
de fagon a faire commuter le diagramme suivant : 

c eqm (X x s E/X, 0) Pe » c eqm (G\(X A x s U)x s (E® £)/G\(X A x U),0) 



c eqm (G\(X A x s U x s E A )/G\(X A x U), 0) 



c eqm (X A x s E A /X A , 0) c equl (X A x s Ux s E A /X A xU,0) 

Le principe est le meme que dans la definition 12.1.31 a ceci pres que Ton n'a pas utilise la 
diagonale E — > E A . Cette construction raffine done la premiere qui se deduit de celle-ci en prenant 
une image inverse par la diagonale X = G\(X Xg U) — > G\(X A xg U). 

Par passage a la limite inductive, la definition de Pe s'etend en une application 
P E : Hom(*, K E ) -> Hom(G\(^ AA x s U), K Em ) 
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pour tout X 6 Sc./ 5. 

Si D G Sm qp /S, on deduit de cette construction une application 

P E : Hom(X, Hom(D, K E )) -> Hom(G\(X AA x s U), Hom(L>, K mi )) 

pour tout X € Sc./S 1 . On peut en effet appliquer la construction precedente a D+ A X et utiliscr 
le morphisme deduit de fagon evidente de la diagonale de D : 

D+ A (G\(X* A x s U))^ G\(D A AX* A x s U) 

En faisant parcourir a D les espaces affines de l'objet cosimplicial standard A opp , on obtient 
un morphisme : 

P E : Uom(X,SmgK E ) ^Hom(G\(X AA x s U), Sing K mi ) 
pour tout X G A opp Sc./5. 

Definition 2.2.8 En appliquant cette construction a A" A X pour tout n 6 N et en utilisant 
la diagonale de A" (comme plus haut pour D), on peut observer que V application precedente est 
V application induite au niveau des O-simplexes par un morphisme d 'ensembles simpliciaux, aussi 
note P E , pour tout X G A opp Sc./5 : 

P E : hom(;r,SingX £ ) -> hom(G\(,Y AA x s U),SmgK Em ) . 

Definition 2.2.9 Soit X G A opp Sc./5'. Pour tout X' G Triv/X, la construction precedente de Pe 
et la proposition \2.2.5\ permettent de definir la fleche de gauche sur le diagramme suivant : 

7T hom(*', SingX £ ) > n hom(G\(X' AA ^ u ), Sing i^) 

Rom n , {s) (G\(X* A x s U),K E ® £ )^+nom n , is) (G\(X' AA x s U),K E ^) 
En passant a la colimite sur X' , on obtient d'apres le corollaire \2.2.4\ une application 

P E : Hom H>(s) (^if £ )^Hom Wi(s) (G\(^ x s U),K mi ) . 
Plus generalement, pour X G H»(S), on en deduit une application fonctorielle : 
P E : Rom nm(s) (X,K E ) Hom„. (s) (G\ L (^ AA x S U),K Em ) . 

Proposition 2.2.10 La construction P E raffine la construction P E , c'est-a-dire que le diagramme 
suivant est commutatif pour tout X G 'H.(S') : 

Rom n . (s) (X,K E ) -^Hom H . ( 5)(G\ L (* A ^ x s U),K m£ ) 




Hom^.(s) (X , Ke®{) 

oil le morphisme de droite, pour X G A opp Sc./5, est induit par la diagonale de X. 

2.3 Compatibilite au changement de base 

Dans cette section, on suppose que l'on s'est donne un morphisme de type fini f : T —> S entre 
schemas reguliers. 

Definition 2.3.1 Soit F un fibre vectoriel sur S . On note f* : K E f*Kt* E le morphisme dans 
Sm/ S' opp Ens. induit par la construction de la definition ] 1.1.21 On note aussi /*: f*K E — > Kf* E 
le morphisme adjoint a ce morphisme. 
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Proposition 2.3.2 S'il existe un schema regulier B tel que f : T — >• S soit un morphisme dans 
Sm/B, alors on a des isomorphismes : 

Lf*K F 4 f*K F 4 Kt* p 

/* 

dans 7i a (T). 

Ces isomorphismes valient en fait deja dans la categorie homotopique ~H Si ,(T) (avant A 1 - 
localisation) . Le resultat est evident si / est un morphisme lisse puisqu'alors /* preserve les 
equivalences faibles (voir [131 Corollary 1.24, p. 104]) et on a tautologiquement f*Kp — Kf*F 
dans S*m/T°PPEns.. 

Si le fibre F provient par image inverse d'un fibre vectoriel sur la base B, en utilisant la 
compatibilite a la composition des foncteurs /* et L/* et le fait que l'enonce de la proposition 
vaille pour 5 — > B et T — y B, on peut l'obtenir pour T — > S. 

Dans le cas general, il suffit de s'assurer que les morphismes hf*Kp —> f*Kp et f*Kp — > Kf*F 
deviennent des equivalences faibles apres restriction a des ouverts d'un recouvrement de T. Si U 
est un ouvert de S tel que F\u est trivial, les arguments precedents montrent que le resultat vaut 
apres restriction a l'ouvert f~ l (U) de T. Ceci fournit un recouvrement ouvert convenable de T. 

Remarque 2.3.3 Sous les hypotheses de la proposition precedente (avec B = Specfc et k un corps 
parfait), si F est un fibre de rang r, on a bien sur un diagramme commutatif dans H m (T) enongant 
la compatibilite au changement de base de I'isomorphisme de Thorn : 

Lf*K F Lf*K r 



Kf* p »- K r 

(Les morphismes verticaux sont ceux de la definition \2.3.1\ et les morphismes horizontaux pro- 
viennent de I'isomorphisme de Thorn relatif applique aux fibres F et f*F.) 

Proposition 2.3.4 Soit G un groupe fini. Soit A un G-ensemble fini de cardinal n. Soit U un 
G-torseur etale sur S. Soit E un fibre vectoriel sur S. Notons Ut et f*E les donnees homologues 
definies sur T par changement de base par f . Notons Pe et Pf*E les operations associees a ces 
donnees dans la sous-section \Z.'A Alors, le diagramme suivant est commutatif pour tout X G 
H.(S) : 

Hom«. (s) {X,K E ) Hom Hi (s) (G\ L ( X AA x s U) , K Em ) 

r r 

Rom H . (T) (Lf*X,K f * E ) -^Hom w . (T) (tA L ((L/*^) AA x T U T ),K f * E9f * e ) 

Pour etablir cette compatibilite, il suffit d'obtenir la commutativite du diagramme semblable 
ou l'on aurait remplace le Horn dans les categories H,(S) et TL,(T) par ceux dans les categories 
de prefaisceaux simpliciaux pointes sur Sm/S et Sm/T et ou X serait un objet de A opp Sc,/S l . En 
raisonnant degre par degre et par passage a la colimite, on se ramene a montrer la commutativite 
du diagramme suivant pour tout X £ Sm/S : 

K E (X) K Em (G\(X A x s U)) 

r r 

(G\(X A x T U T )) 

Cette compatibilite est triviale. 
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Remarque 2.3.5 Dans le cas particulier oil f : T — > S est un morphisme dans Sm/k avec k 
un corps parfait, on pent recrire la compatibility de la proposition \2.3.4\ sous la forme du carre 
commutatif suivant (ou Von a note r le rang de E), pour tout X 6 TL m (S) : 



H 2r ' r (X) — 

r 

H 2r > r (Lf*X) 



Pe 



f*E 



H 2 



H 2rn ' rn (G\L(X AA x s U)) 

r 

\G\-L{{hrX)^ A x T U T )) 



Corollaire 2.3.6 Avec les hypotheses et notations de la proposition \2.3.4\ on a aussi le carre 
commutatif suivant : 



Kom H . {s) {X 7 K E ) — 

r 

Eom H , cn (Lf*X,K r E) 



Pe 



Pt*i 



Hom-H. (s) (X , Ke®{) 
f* 

~Rom H . {T) (Lf*X,K f *E®f*ti) 



Remarque 2.3.7 Applique avec X — Ke et modulo la proposition \2.3. 21 ce corollaire enonce 
en particulier que le morphisme Pe '■ Ke —> Ke®£ est envoye sur le morphisme Pf* e ■ Kf* e 
Kf* e® /®{ par le foncteur L/* : H, (S) — > %, (T) . 



Corollaire 2.3.8 Avec les hypotheses et notations de la proposition \2.3.4\ et sous I'hypothese 
supplementaire que f est lisse, on a aussi le carre commutatif suivant, pour tout y G %, (T) : 



Hom 7i .( S) (L/ tt 3 ; ,ifB) 



Rom nt(T) (y,K f *E) 



Pe 



■ Hom w>(s) (L/ s ^, K E ^) 



Koin n , {T) (y,K f *E<»f*t;) 



II suffit d'appliquer le corollaire 12.3.61 avec X — L/jj^ et d'utiliser le morphisme d'adjonction 

y -> f*Lf t y. 

2.4 Compatibilite aux classes de Thom 

Proposition 2.4.1 Soit F un fibre vectoriel sur S . On a un isomorphisme canonique dans 7i m (S) : 

G\ L (Th s Fx 3 U)2iThs{F®t) . 
Ceci resulte de [U Example 5.2.8]. 

Ainsi, pour deux fibres vectoriels E et F de rang r sur S, la construction Pe definit une 
application : 

P E : H 2r ' r (Th s F) -> H 2rn ' rn (Th s (F ® 0) 

Proposition 2.4.2 On suppose donnes deux fibres vectoriels de rang r sur S. On note ts £ 
H 2r ' r (Ths E) la classe de Thom de E. Compte tenu de V identification ci-dessus, on a alors : 

P E (t F ) - t F ^ 6 H 2rn > rn (Th s (F®0) . 



Dans le cas ou E — F, la demonstration est semblable a celle de la proposition 12.1.71 Dans 
le cas general, on peut observer que si S est connexe (cas auquel on peut se ramener), le groupe 
H 2rn,rn (Ths(F £)) dans lequel s'enonce l'egalite est canoniquement isomorphe a l'anneau de 
coefficients A, le generateur canonique etant donne par tE®£- Pour verifier l'egalite, il est done 
permis de remplacer S par un ouvert dense au-dessus duquel les deux fibres E et F sont isomorphes 
(par exemple parce qu'ils seraient tous les deux triviaux). 
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Corollaire 2.4.3 On suppose donnes deux fibres vectoriels E et F de rang r sur S. On a alors : 

Pe^f) = 5*t F ®i= 

dans H 2rn ' rn (Ths(F)) oil 5: Ths F — > Ths(F ® £) est le morphisme induit par I'inclusion (ad- 
missible) F — > F ® £ de fibres vectoriels deduite du sous- fibre vectoriel de rang 1 evident dans 

Cela se deduit immediatement de la proposition 12.4.21 et de la proposition 12 . 2 . 1 01 

Corollaire 2.4.4 Soit E un fibre vectoriel de rang r sur S. Soit X £ Sm/S. Soit F un fibre 
vectoriel de rang r sur X . 

Pe^f) = S*tF®z 

dans H 2rn,rn (Thx (F)) ou 5: Thx F — > Thx{F £) est le morphisme induit par I'inclusion (ad- 
missible) F — > F ® £ de fibres vectoriels deduite du sous-fibre vectoriel de rang 1 evident dans 

e 

La compatibilite au changement de base enoncee dans le corollaire 12.3.81 permet de supposer 
que X = S, ce qui nous ramene a l'enonce du corollaire 12.4.31 

2.5 Independance en le fibre E 

Proposition 2.5.1 L'operation P E : H 2r ' r (X) ->• H 2rn < rn (G\ L (X AA x s U)) ne depend que du 
rang du fibre vectoriel E . 

Corollaire 2.5.2 L'operation cohomologique Pe'- H 2r ' r (X) — > ff 2rn , rn (x^ ne depend que du rang 
du fibre vectoriel E. 

Lemme 2.5.3 Si X et y sont deux objets de A° pp Sc,/S, le morphisme canonique 

G\(X AA x U) A G\{y AA xU)^ G\((X A y) AA x U) 

est un isomorphisme dans A opp Sc./5. 

On peut se ramener au cas particulier ou X = X + et y = Y + avec X et Y des objets de 
Sm/S. Le lemme provient alors du fait que le morphisme canonique suivant dans Sm/S soit un 
isomorphisme dans Sm/S : 

G\(X A xY A xU)^ G\(X A x s U)x s G\(Y A x s U). 

Cet isomorphisme peut se verifier localement sur S pour la topologie etale. On peut done supposer 
que U est le G-torseur trivial, auquel cas le morphisme est isomorphe a l'identite de X A x Y A . 

Lemme 2.5.4 On suppose que X ety sont deux objets de A opp Sc./iS et que E et F sont des fibres 
vectoriels de rangs respectifs r et s sur S. Alors, le diagramme evident qui suit est commutatif : 

H 2r ' r (X) X H 2s > s (y) jj2(r+s),r+s( X A 



PeX-Pf 



Pe 



8F 



H 2rn ' rn (G\(X AA x U)) x H 2sn ' sn (G\(y AA x U)) — H 2 ^ r+S ^ n ^ r+S ^ n (G\((X A y) AA x U)) 

Autrement dit, si X ety sont des objets de H,(S), si x € H 2r,r (X) et y G H 2s,s (y), alors on a 
une egalite : 

P E (x) ■ P F (y) = Pe®f{x ■ y) 

dansH 2 ^ r+s >^ r+s >(G\{{XAy) AA xU)), ou, ce qui revient au meme, dans H 2 ^ r+s >^ r+s >(G\{X AA x 
U) A G\(y AA x [/))• 
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C'est evident. 



Nous pouvons maintenant demontrer la proposition 12 .5 . II Nous allons montrer que Pe coincide 
avec Pffr ou r est le rang de E. Quitte a utiliser l'astuce de Jouanolou (cf. |1Q[ Lemme 1.5] et 
[2"T1 Proposition 4.4]), on peut supposer qu'il existe un fibre vectoriel E' et un entier N tel que 
E © E' ~ ffg. Notons r et s les rangs respectifs de E et E'. Appliquons la formule du lemme 
precedent aux decompositions @§ = E (BE' et ffg = & r s © G§. Ici, X est arbitraire, mais on pose 
y = Th s E'. Pour tout x G H 2r ' r (X), on a : 

P E {X) ■ P E >{t E >) = Pff»(x ■ t E ,)) = Pffr(x) ■ Pff.(jt E >) 

Or, on sait deja que Pe'^e') = Pe s s {tE') = tE'®£ par la proposition 12.4.21 La multiplication par 
cette classe definissant un isomorphisme 

H*'*(Z) ^ H*>*(Z A Th s (E' ® £)) 

pour tout Z G Hm(S), en particulier Z — G\~l(X a Xj U), on peut simplifier l'identite Pe(x) ■ 
tE'0i — P@^(%) • t E '®£. afi n d'obtenir l'egalite Pe(x) = P^ s {x) voulue. 

3 Proprietes de l'operation totale 

On fixe un corps parfait k. Dans cette section, on va s'interesser plus specifiquement aux 
operations suivantes : 

Definition 3.0.1 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A de cardinal n. Soit S G 
Sm/k (on note as - S — > Specfc le morphisme structual). Soit U un G-torseur etale au-dessus de 
S . Soit r > 0. On note P le morphisme dans «S'm/fc opp Ens 

K r -> as*K^r 

deduit par adjonction de Pe - Ke — > K E ®£ dans Sm/S opp Eias (cf. definition 1 2.1.3}) dans le cas 
particulier oil E est le fibre trivial de rang r sur S et £ le fibre vectoriel sur S de la definition \2.1.1\ 
(Quand le contexte Vexigera, on ajoutera implicitement a la notation P quelques indices pour 

preciser les donnees utilisees.) Ceci induit un morphisme P: K r Rag*if^r ~ TLas^K rn ~ 
RHom(5, K rn ) dans TL,(k) qui correspond par adjonction a un morphisme K r A S+ — > K rn dans 
Hm{k) aussi note P . On note encore P : H 2r,r (X) — > H 2rn ' rn (X A S+) l'operation induite pour tout 
X G H.(k). 

3.1 Fonctorialite en U et en G 

Proposition 3.1.1 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A de cardinal n. Soit 
f : S' — > S un morphisme dans Sm/k. On suppose que S et S' sont munis respectivement de 
G-torseurs etales U et U' et qu'il existe un isomorphisme de G-torseurs f*U ~ U' . 
Alors, le diagramme suivant est commutatif pour tout r > et X G H,(S) : 

H 2r ' r {X) H 2rn ' rn (X A S+) 

/* 

H 2rn < rn (X A S' + ) 
Ceci resulte essentiellement du corollaire 12.3.61 

Proposition 3.1.2 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A de cardinal n. Soit H un 
sous-groupe de G. Soit S G Sm/k un schema muni d'un G-torseur etale U . On note S' = H\U . 
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On peut considerer aussi U comme un H-torseur etale au-dessus de 5". On note p: S' — > S le 
morphisme evident. Alors, le diagramme suivant est commutatif pour tous r > et X G T-L t (k) : 



H 2r ' r (X) 




Ceci resulte de l'evidente commutativite du diagramme suivant : 




ou as'- S — > Spec k et as' '■ S' — > Spec k sont les morphismes structuraux, £' = p*t; et ou le 
morphisme de droite s'identifie au morphisme as+K^r — > as+p+K^r- obtenu a partir du morphisme 
d'adjonction — > p+p*K^r = p+K^ 

En combinant les propositions 13.1.11 et 13.1. 2[ on obtient la compatibilite plus generale : 

Corollaire 3.1.3 Soit G' —> G un morphisme injectif de grouped^. On suppose que Von s'est 
donne une action de G sur un ensemble fini A de cardinal n. Par restriction, A est egalement 
muni d'une action de G' . On suppose donnes un morphisme f: S' — > S dans Sm/k, un G-torseur 
etale U sur S, un G' -torseur etale U' sur S' et un S -morphisme U' —> U qui soit G' -equivariant. 
Autrement dit, on dispose d'un diagramme : 

jjl G'-eqmv.^ ^ 



G -torseur 



S' 



f 



G-torseur 



Alors, le diagramme suivant commute pour tous r > et X £ TL»(k) : 

H2r,r( X ) H 2rn > rn (X A S+) 

f* 

H 2rn < rn (X A S' + ) 

On peut identifier le carre ci-dessus a une composition de deux carres 

G'-cquiv. G'-equiv. 

U' — ^ u u 



G'-torseur 



G'-torscur 



G-torseur 



s 1 



G'\U ■ 



■S 



Pour etablir la compatibilite enoncee dans le corollaire, on se ramene ainsi aux propositions 13 . 1 . II 
et 13. 1.21 qui correspondent respectivement aux carres de gauche et de droite. 



3. Si G' — > G n'est pas injectif, la compatibilite est vraie aussi, mais elle ne fait que montrer que ce cas, et done 
celui d'une action infidele de G' sur A, n'est pas tres interessant. 
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3.2 Compatibility a la multiplication 

Proposition 3.2.1 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A de cardinal n. Soit 
S E Sm/k un schema muni d'un G-torseur etale U . On note P G I 'operation associee H 2r,r (X) — > 
H 2rn ' rn (X A S+) pour r > et X E U.{k). Pour tous X E H,{k), y E H.(k), r, s > 0, x E 
H 2r > r (X), y E H 2s ' s (y), on a Videntite suivante dans ff2(r+*),r+ s (% a ^ A S+) : 

P G (x-y) = A*(P G (x)-P G (y)) 

oil A : X A y A 5+ — > (X A 5+) A (y A 5+) est le morphisme canonique provenant de la diagonale 
de S. 

Ceci resulte trivialement de la proposition ^. 1.4l 

(Plus loin, on se dispensera d'ecrire A* pour ne pas alourdir les notations.) 

3.3 Action sur les classes de Thom 

Proposition 3.3.1 Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A de cardinal n. Soit 
S E Sm/k un schema muni d'un G-torseur etale U. On note Pq I 'operation associee H 2r ' r (X) 
H 2rn ' rn (X A S+) pour r > et X E U.(k). 

Soit X E Sm/k. Soit F un fibre vectoriel de rang r sur X. On note tp E H 2r ' r (Thx F) la 
classe de Thom de F. Alors, 

P G {t F ) = t F ■ c rin _ 1} (F M E H 2rn > rn (Th x F A S+) . 

En particulier, si F est le fibre trivial de rang r, on a : P(tp) = tp ■ c n _i(£) r . 

D'apres le corollaire l2.4.41 P(tp) s'identifie a l'image inverse de tp^ par le morphisme 

Th x FAS + ~Thxxs(F®0)^Th XxS (F®Z) 

associe a l'inclusion FM & — !> F K £ de fibres vectoriels sur X x S deduite du sous-fibre trivial de 
rang 1 evident dans £. La formule de la proposition resulte done du lemme suivant : 

Lemme 3.3.2 Soit i: E — > F un monomorphisme admissible entre fibres vectoriels sur X E 
Sm/k. Cette inclusion i induit un morphisme Thi: Thx E Thx-F- 
Alors, dans H*'*(Thx E), on a Videntite 

(Thi)*(tp)=t E -c r (F/E) 

ou r est le rang de F/E et (Thi)* le morphisme de restriction H*'*(Thx F) — > H*'*(Thx E). 

Les classes tp et tp peuvent etre identifiees respectivement a des elements de H*'*(P(F(B @x)) 
et de H*'' k (P(E © &x))- On note ^ = ci(ff{l)) la premiere classe de Chern du fibre en droites 
fondamental de ces deux fibres projectifs. Notons e le rang de E. La multiplicativite des polynomes 
de Chern de E et de F/E fait que dans H*'*(P(F ff x )), on a : 

t F = (t + criE)?- 1 + ■■■ + Ce(E)) ■ (C + cx{F/E)e- X + ■■■ + c r (F/E)) 

En appliquant (Thi)*, on obtient une egalite dans H*'*(P(E © &x)) ■ 

(Thi)*(t F ) = (t E ■ (f- 1 + Cl (F/E)C- 2 + ■■■ + c r ^{F/E)) + t E ■ c r (F/E) . 

On peut conclure en utilisant que t E £ = T +1 + Ci(E)£ e H h c r (E)^ = E H*>*(P(E © X )), 

fait qui resulte par exemple de la definition des classes de Chern de E © ffx et de l'identite 
d(E © &x) = Ci{E) pour tout i > 1. 
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3.4 Cas du classifiant Bg t G 



Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini A a n elements. On va montrer ici que, cette 
action de G etant fixee, les operations P associees aux differents G-torseurs U sur S G Sm/k se 
deduisent toutes d'une operation universelle au niveau du classifiant etale B^G (cf. |13l p. 130]). 

On rappelle que cet objet BetG G 7i s ,»(S) a la vertu que pour tout prefaisceau simplicial 
X sur Sm/k, Hom- Ha ( fe )(A', B§tG) ~ H\ t (aetX ,G) ou H^ t (aetX,G) designe l'ensemble des classes 
d'isomorphismes de G-torseurs etales au-dessus du faisceau (simplicial) etale a^X associe a X. 
(Dans le cas favorable ou l'ordre de G est inversible dans k, on a une bijection Hl t (X,G) ~ 
ifJtCA 1 x X, G) pour tout X G Sm/S et l'objet B 6t G est A 1 -local (cf. Q31 Proposition 4.1, p. 137]), 
ce qui permet de remplacer ci-dessus les Horn de la categorie H s (k) par ceux de la categorie H(k).) 

Dans cette sous-section, on identifiera un fc-espace vectoriel de dimension finie W a l'espace 
affine SpecS*W v qui lui est associe (S*W V est l'algebre symetrique du dual de W). La represen- 
tation reguliere de G est notee k[G]. Pour tout d > 1, on peut ainsi noter Ud l'ouvert (dense) de 
l'espace affine k[G]® d sur lequel G agit librement. On definit le schema Sd = G\Ud qui est muni du 
G-torseur etale Ud- En utilisant les injections evidentes k[G] d — > k[G] d+1 , on fait des Ud et Sd un 
systeme inductif pour d > 1. Les colimites Uoo et Soo de ces systemes, calculees dans la categorie 
des prefaisceaux sur Sm/k sont notees respectivement E gm G et B gm G. Bien entendu, E gm G est 
un G-torseur etale au-dessus de B gm G et la propriete caracteristique de BotG enoncee plus haut 
associe a ce G-torseur E gm G un morphisme canonique B gm G — > B ot G dans H s (k). 

Theoreme 3.4.1 ( |13L Proposition 2.6, p. 135]) Le morphisme canonique B sm G — > B e - f G est 
une A 1 -equivalence faible. Autrement dit, dans ~H(k), on a un isomorphisme B sm G ~ B e - t G. 

Pour tout d > 1, on peut appliquer la construction de la definition 13.0.11 a Taction de G sur A 
et au G-torseur etale Ud sur Sd, ce qui fournit un morphisme dans T-L{k) pour tout r > : 

P G:d - AWRHom(S d ,Jf rn ) . 

D'apres la proposition 13 . 1 . II ces morphismes sont compatibles avec les morphismes de transition 
du systeme inductif (Sd)d>i- H existe done un morphisme K r — > RHom(B gm G, K rn ) qui induise 
tous les morphismes Pc.d apres composition des RHom par les differents morphismes evidents 
Sd — > B gm G (cela resulte de la suite exacte de Milnor, cf. [6, Proposition 2.15, Chapter VI]). 
Compte tenu de l'isomorphisme B gm G ~ B ct G dans H m (S), ceci permet de proceder a la definition 
suivante : 

Definition 3.4.2 Pour tout r > 0, on choisit un morphisme P£ nlv : K r RHom(B et G, K rn ) 

dans %{S) tel que pour tout d > 1, Pc,d soit le compose K r RHom(B e - f G, K rn ) — !> 

RHom(5 d ,^ r „). 

Proposition 3.4.3 Soit S G Sm/k. Soit U un G-torseur etale sur S. A la classe du G-torseur U 
correspond un morphisme [U] : S —> B e - t G dans H s (k). Le diagramme suivant est commutatif : 




RHom(B e - f G,K rn ) 
RHom(S,K rn ) 



La propriete enoncee est vraie par definition de P£ nlv dans le cas des G-torseurs Ud sur Sd pour 
tout d > 1. Si U est l'image inverse de Ud par un morphisme / : S —> Sd dans Sm/k, on deduit 
la compatibility pour S de celle pour Sd en utilisant la commutativite des deux triangles dans le 
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diagramme ci-dessous : 

Kr Pg '" V , RHom(B 6t G, K rn ) 
\. RHom(5 d ,^ r „) 

P G,U X. 

RHom(S,if r „) 

Le triangle du haut commute parce que c'est le cas du torseur Ud sur Sd et celui du bas d'apres la 
proposition 13.1.11 

Pour traiter le cas d'un G-torseur arbitraire U sur S £ Sm/k, on peut commencer par supposer 
que S est affine en utilisant l'astuce de Jouanolou. Le lemme suivant montre que l'on est alors dans 
le cas traite ci-dessus : 



Lemme 3.4.4 Soit S un k-schema affine de type fini. Soit U un G-torseur etale sur S . Alors, il 

existe un entier d > 1 et un morphisme G-equivariant U — > Ud- Ainsi, le G-torseur U s'identifie 
a I'image inverse de Ud par le morphisme f : S — > Sd induit par f par passage au quotient par G. 
( On peut en outre s 'arranger pour que f et f soient des immersions fermees.) 

Notons A l'anneau du schema affine U. Comme A est une fc-algebre de type fini, il existe un sous- 
fc-espace vectoriel de dimension finie W de A tel que le morphisme d'algebres S*^ — > A associe 
soit surjectif. L' action a gauche de G sur U se traduit en une action a droite de G sur A. Quitte a 
remplacer W par J2 g eG 9*W, on peut supposer que W C A est stable par Paction de G. Comme 
module a droite sur k[G\, W est evidemment de type fini, il existe done un morphisme surjectif 
fc[G] d — > W de modules a droites sur k[G]. Ceci induit un morphisme surjectif et G-equivariant de 
fc-algebres : 

S*{k[G} d ) -4- A . 

Geometriquement, compte tenu de l'autodualite de la representation reguliere, cela correspond a 
une immersion fermee G-equivariante U — > k[G]® d . Compte tenu de cela, le fait que Paction de 
G sur U soit libre implique que Pimmersion fermee W — > k[G] d se factorise par Pouvert Ud- On a 
ainsi construit le morphisme voulu / : U —> Ud- 

On introduit ici une notion ad hoc qui nous sera utile plus loin : 

Definition 3.4.5 On suppose donnes deux objets X et Z de H(k) et un objet y de H s (k) (qui 
induit done aussi un objet de T-L{k)). On dira de deux morphismes X — > RHom(} , ,2) qu'ils sont 
presqu'egaux si pour tout Y £ Sm/k et tout morphisme Y — > y dans T-L s {k), les morphismes 
composes dans 7i(k) 

X -> R Uom(y, Z) — > R Hom(T, Z) 

sont egaux. 

On s'interesse tout particulierement ici a cette definition dans le cas ou y — BotG. Dans ce 
cas, deux morphismes X — > RHom(Bo t G,Z) sont presqu'egaux si pour tout S G Sm/k et tout 
G-torseur U sur S, les morphismes composes 

X RHom(B 6t G, Z) [ % RHom(S*,Z) 

sont egaux. 

La proposition 13.4.31 montre que le choix du morphisme P™ lv : K r — > RHom(B^ t G, K rn ) 
correspond exactement au choix d'un representant dans une classe de morphismes a presqu'egalite 
pres, les morphismes composes K r — > RHom(5, K rn ) etant en effet imposes pour chaque G-torseur 
U sur S. 

A partir de cette presqu'egalite de morphismes, on peut introduire une notion evidente de 
diagramme « presque commutatif » dont on fait usage dans la proposition suivante : 



2G 




Proposition 3.4.6 Soit i: H — > G un morphisme injectif de groupes. Le G-ensemble A est muni 
par restriction d'une structure de H -ensemble. Par la definition \3.4-2\ on dispose ainsi non seule- 
ment d'un morphisme Pg mv mais aussi d'un morphisme P™ lv ; et Us font presque commuter le 
diagramme suivant : 

" V RHom(B e - t G,K ra ) 

H 

RHom(B et H,K rn ) 

Soit U un P-torseur sur S £ Sm/k. La classe du P-torseur U definit un morphisme S — \ 

Bet-ff • Par la fonctorialite sur les torseurs, le morphisme compose S B^t-ff — > BetG correspond 
au G-torseur defini comme le quotient de G x U par Taction de H sur G x U donnee par h.{g, u) = 
(g/i -1 , hu), ce quotient etant muni de Taction a gauche donnee par la multiplication a gauche dans 
G. 

Apres composition avec [[/]*: RHom(B,stP, K rn ) — > R Hom(5 l , K rn ), les deux morphismes 
dont on doit montrer la presqu'egalite deviennent deux morphismes K r — > RHom(5, K rn ). Ce 
sont deux cas particuliers de la construction P pour des torseurs sur S : Tun pour le _ff-torseur U, 
Tautre pour le G-torseur (G x U)/H defini ci-dessus. L'egalite de ces deux morphismes decoule du 
corollaire 13.1.31 applique au diagramme ii-equivariant evident : 

U — U (G x U)/H 



/f-torseur 



G-torseur 



s =s 

Remarque 3.4.7 II est vraisemblablement possible de se debarasser des « presque » apparaissant 
ci-dessus et de definir le morphisme P™ lv : K r — > R Hom(B e - f G, K rn ) sans equivoque. Pour cela, il 
suffirait d'obtenir une version convenable de Visomorphisme de Thorn (cj. vrovosition \1.5.^) pour 
une famille compatible de fibres vectoriels sur un diagramme de schema ( dont la colimite serait 
B flm GJ. Ceci ne presente pas un interet decisif puis que dans le cas le plus interessant du groupe sy- 
metrique &e et de A — Z/^Z, le lim 1 mesurant I'obstruction a I'unicite est nul (cf. corollaire ^. 1 ,7| j . 

3.5 Theoreme de symetrie 

Theoreme 3.5.1 Soit G un groupe agissant sur un ensemble A an elements. Soit S £ Sm/k un 
schema muni d'un G-torseur U. Pour tout X £ ~H m (k), pour tout u £ H 2r,r {X), on peut considerer 
P G (u) £ H 2rn ' rn (XAS+) puis P G (P G (u)) £ H 2rn y n2 (XA(SxS)+). Si on noter: S x S -> S x S 
I'echange des deux facteurs et r* son action sur H*'*(X A (S x S)+), on a : 

T*(P G (P G (U)) = P G (P G (U))) • 

La proposition suivante permet d'interpreter P G oP G comme une seule construction P, appliquee 
au groupe G x G, et ainsi de reduire le theoreme 13.5.11 a une formule t* o P G x G — PgxG- 

Proposition 3.5.2 Outre une action d'un groupe fini G sur un ensemble A a n elements, on se 
donne un groupe fini G' agissant sur un ensemble A' a n' elements. Soit S £ Sm/k un schema 
muni d'un G-torseur U. Soit S' £ Sm/k un schema muni d'un G' -torseur U' . II en resulte une 
maniere evidente de considerer U x U' comme un G x G' -torseur sur S x S' et A x A' comme un 
G x G' -ensemble. 

Pour tout r > 0, le diagramme suivant est commutatif dans % t {S) : 

K r — >RHom(S, Km) 

RHom(S,P G /) 

RHom(S x S',K rnn >) =RHom(S,RHom(5',if rW ) 
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Cela resulte immediatement de !2.1.5l et de la compatibilite des constructions P aux changements 
de base associes aux morphismes de projection S x 5" — > S et S x S' — > S' (cf. corollaire l2.3.6p . 



Premiere demonstration du theoreme 13.5.11 Observons que le diagramme suivant est com- 
mutatif dans TL s {k), ou r designe l'echange des facteurs S ou G : 

[UxU] 

S xS- s>- B 6t (G x G) 

B 6 tT 

S xS- ^B 6t (G x G) 

En effet, si on note (U x U) T le G x G-torseur deduit du G x G-torseur UxU sur S x S par 
le changement de groupe associe au morphisme t: GxG^GxG (c'est-a-dire que le schema 
sous-jacent a (U x U) T est U x U et Taction est definie par la formule (g,h).(u,v) = (hu,gv)), 
alors le G x G-torseur (U x U) T s'identifie aussi a l'image inverse du G x G-torscur UxU par 
t: SxS~^SxS. (L'isomorphisme entre les deux G x G-torseurs est donne par l'echange des 
deux facteurs U.) 

On en deduit que pour demontrer le theoreme, il suffit de montrer que le diagramme suivant 
est presque commutatif : 

K r PgxG - RHom(B 6t (G x G),K rn 2) 

R Hom(B 6t T,K rn 2 ) 

RHom(B 6t (G x G),K rn ?) 

Notons G x G le produit semi-direct (G x G) x Z/2Z ou l'element non trivial de Z/2Z agit par 
l'echange t: GxG^rGxG des deux facteurs G. Notons f l'automorphisme interieur de G x G 
donne par la conjugaison par l'element non trivial de Z/2Z C G x G. Le diagramme de groupes 
suivant est commutatif : 



G x G- 



■G x G 



G x G- 



G x G 



Comme f est un automorphisme interieur, il induit l'identite sur Bf,t(G x G), d'ou un diagramme 
commutatif dans 7i s (k) : 

B 6t (G x G) 



■B 6t (GxG) 



B 6t (G x G) - 

Comme Paction de G x G sur Ax A s'etend en une action de G x G (en faisant agit l'element non 

trivial de Z/2Z C G x G par l'echange r : A x A — > A x A), on en deduit un diagramme presque 
commutatif : 



RHom(B 6t (G x G),K rn a) 




RHom(B 6t (G x G),K rn z) 



RHom(Bi,T ; )r rll 2) 



RHom(B 6t (G x G),K rn2 ) 
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La presque commutativite du contour externe est ce qu'il fallait demontrer. 

Remarque 3.5.3 La premiere demonstration est dans le mSme ordre d'idees que celle de [22, §7], 

mais utilise de fagon un peu plus systematique les classifiants des groupes G x G et G x G. La 
version \22[ Corollary 7.3} de la vrovosition \3.5.2] enongait les hypotheses de fagon peu claire. La 
compatibilite n'etait obtenue qu'apres multiplication par une certaine classe qui dans certains cas 
etait simplifiable. On a obtenu cette compatibilite plus directement ici, et c'est la un des interets 
d 'avoir introduit les operations P au niveau d'espaces Ke associes a des fibres vectoriels E arbi- 
trages plutot que dans le seul cas des fibres triviaux qui donnent les modeles usuels des espaces 
d'Eilenberg-MacLane K r . 

Deuxieme demonstration du theoreme 13.5.11 Le schema U x U est considere comme un 
G x G-torseur sur S x S de la fagon evidente. A chaque G x G-ensemble X est associe un morphisme 

P x : K r ^ RHom(S x S, K r . #x ) 

qui ne depend bien evidemment que de la classe d'isomorphisme du G x G-ensemble X. 

Notons Ax Ale G x G-ensemble evident et (A x A) T le meme ensemble Ax A muni de Taction 
de G x G donnee par la formule (g,h).(a,b) = (ha,gb). D'apres le corollaire 13.1.31 applique aux 
morphismes d'echanges r: GxG— >GxGctr: U x U ^ U x U (induisant t: S x S — > S x S), 
on obtient le diagramme suivant dans H,(k) : 

K r ^HRHom(5 x S,K rn *) 

r(AxA) T 

RHom(S x S,K rn 2) 

Comme les G x G-ensembles Ax A et (Ax A) T sont isomorphes (via l'echange r: Ax A — > Ax A), 
on a PaxA = P(AxA) t i ce Qui fournit la compatibilite annoncee. 

3.6 Annulation du Bockstein 

Theoreme 3.6.1 Soit I un nombre premier. Soit S S Sm/k un schema muni d'un @£-torseur 
etale U . On note Pi V 'operation en cohomologie a coefficients dans Z/<?Z associee a ce torseur et a 
I'action evidente de &i sur {1, ...,£} (cf. definition \3.0.1\) . Alors, pour tous r > et X G M m (k), 
la composition suivante est nulle : 

H 2r ' r (X) A H 2rl > rt (X A S+) A H 2rl+1 ' rl (X A S+) 

oil f3 est le Bockstein. Autrement dit, pour tout u £ H 2r ' r (X), la classe Pe(u) est dans I'image du 
morphisme evident H 2r ^ r£ (X A S+, Z/£ 2 Z) -> H 2r ^ r£ (X A S+, Z/£Z) 

La demonstration du theoreme |131 Theorem 8.4] contient des erreurs : il y a par exemple 
un probleme d'exactitude a gauche dans la suite |13l (8.2), p. 30]. La demonstration presentee 
ci-dessous suit peut-etre plus fidelement encore la demonstration originale de [TBI §4, Chapter 
VII] dans le cadre classique. Pour ce faire, nous introduisons des complexes qui permettent de 
representer les classes de cohomologie motivique par des cocycles. 

Definition 3.6.2 Soit S G Sm/k. Soit K un objet de C>o(PSTs) (par exemple un objet T de 
PST5 identifie a un complexe concentre en degre 0). Pour tout X G A opp Sc./ S , on note C(X,K) 
le complexe simple (defini en termes de produits) du bicomplexe C p ' q (X, K) = K- q (X p ) oil les 
differentielles qui incrementent p sont definies par des sommes alternees de fieches induites par 
la structure simpliciale de X (et la structure de prefaisceau sur K) et oil les differentielles qui 
incrementent q sont induites par celles de ifp. Ce complexe satisfaisant des fonctorialites evidentes 
par rapport a X et K, on peut noter C(X,K) le noyau de I'epimorphisme scinde C(X 1 K) — > 
C(S 1 K) induit par le point-base de X . 

4. On a commis ici un petit abus de notations en faisant comme si on pouvait simplement evaluer les prefaisceaux 
avec transferts K~ q sur les objets X v qui sont des sommes directes de faisceaux representables. Cette notation cache 
en realite un Horn dans la categorie des prefaisceaux d'ensembles sur Sm/S. 
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Le foncteur Z tr : Sm/S — » PST5 donne naissance a un foncteur Z tr : Sc,/S — > PSTg qui 
pour X G Sm/S est tel que Z tr (A + ) = Z tr (X) et qui commute aux sommes directes. On etend 
ceci en un foncteur Z tr : A opp Sc./5 — > A opp PSTs. En utilisant la correspondance de Dold-Kan 
A opp PST s ~ C> (PST S ) (cf. fS §2, Chapter III]), on en deduit un foncteur M : A opp Sc./S -> 
C>o(PSTs) : pour tout X G A opp Sc,/S', M(X) est le complexe normalise associe au prefaisceau 
avec transferts simplicial Z tT (X). On dispose d'une inclusion fonctorielle M{X) C M nn (X) ou 
M nn (X) est le complexe dont les differentielles sont des sommes alternees de cofaces : 

Ztri-^o) ■* Ztr(A'i) -< Zt r (X2) ■* . . . 

La notation M est compatible avec celle de la proposition 11.3.21 On rappelle que d'apres [6j 
Theorem 2.5 (3), Chapter III], l'inclusion M(X) C M nn (X) est une equivalence d'homotopie 
fonctorielle. 

Avec ces notations, le complexe C(X, K) n'est autre que le complexe d'homomorphismes dans la 
categorie abelienne PST5 entre M nn (X) et K. On dispose done, pour tout n G Z, d'une bijection 
canonique : 

H n {C{X,K)) ^ Hom K - ( p STs) (M nn (A-),K[7i]) 

ou i4T _ (PSTs) est la categorie a homotopie pres des complexes bornes superieurement d'objets 
de PST5. Comme M nn (X) est forme d'objets projectifs, ce Horn dans -£T - (PSTs) s'identifie a 
un Horn dans la categorie derivee de PST5. Retenons que Ton a defini des bijections pour tout 
n > : _ 

H n (C(X,K) 4 Uom D ^ a{PSTs) (M an (X),K[n}) 

En utilisant le foncteur evident D> (PST S ) -> DM"f (S) et l'adjonction entre DMf {S) et 
H,(S) (cf. tjl. 31) . on peut definir des applications 

H n (C(X,K)) Bom DMfo(s) (M(X),K[n}) ~ Hom w . (s) (^,if(if[ n ])) . 

Dans le cas particulier ou K = M(Thg E) Cg>z A (place en degre 0) pour un fibre vectoriel E 
de rang r sur S, le complexe C(Af, K) sera note C(A", Ke,a), auquel cas, compte tenu de l'isomor- 
phisme de Thorn relatif, la construction ci-dessus fournit une application de la forme suivante pour 
tout n > : 

H n (C(X, Ke.a)) -> H 2r+n ' r (X, A) . 

Pour it un n-cocycle du complexe C{X , Ke,a), on notera [u] la classe de cohomologie associee dans 
H 2r+n ' r (X,A). 

Le lemme suivant montre que toute classe de cohomologie motivique peut-etre ainsi representee 
par un cocycle : 

Lemme 3.6.3 Pour tout X G H.(S) et u G H 2r ' r (X,A), il existe X' G A opp Sc./S, un isomor- 
phisme X ~ X' dans T-L m (S) et un 0-cocycle u' G C {X,K r< \) tel que la classe [u 1 ] G H 2r ' r (X', A) 
corresponde a u via I'isomorphisme X ~ A". 

Tout d'abord, remarquons une petite evidence. Supposons que u soit donne par un morphisme 
de prefaisceaux simpliciaux pointes v: X — > /iT r , alors Taction de w en dimension simpliciale est 
decrite par un element vq G K r (Xo) qui s'identifie a un 0-cocycle de C(X,K r ) qui est evidemment 
tel que u — [vq]. II s'agit ici de se ramener a ce cas. 

On sait deja (cf. corollaire I2.2.4p que quitte a changer X, on peut representer le morphisme 
X K r dans TL,(S) par un morphisme de prefaisceaux simpliciaux pointes X — > SingK r . En 
utilisant une variante de l'adjonction |13l Proposition 3.14, p. 91], ce morphisme correspond a un 
morphisme de prefaiscaux — > K r . II suffit alors de choisir pour X' une equivalence faible 
(simpliciale) X' -> \X\±. avec X' G A^Sc./S. 

Le lemme suivant permet de comprendre le calcul du Bockstein : 
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Lemme 3.6.4 Soit -» P T -A 7" -> me suite ezacte dans PST S . 5oif A" G A opp Sc./5. 

Alors, on a une suite exacte de complexes : 

-> J 7 ') JF) -A C(Af , T") -»• . 

S'oii u G C n (X, J 7 ") un n-cocycle. II existe u G C n (X, J-) un element tel que p(u) — u. L'element 
du de C n+l {X, J 7 ) est I'image d'un unique element v G C n+1 {X , J- 1 ) qui verifie dv = 0. Alors, la 
classe de v dans H n+1 (X, J-') ne depend que de la classe de u dans H n (X,J r ") et elle s'identifie, 
au signe pres, a la classe induite par la composition suivante dans D>o(PSTs) : 

M nn (X) -A F"[n] ?Hj-'[n+ 1] 

ou f3: T" — » .F'[l] correspond a I'extension — > T' — > T — > T" — ^ 0. 

Inexactitude vient de ce que M nn (X) soit forme d'objets projectifs de PSTg. Le reste n'est 
qu'un rappel d'algebre homologique. 

Nous allons montrer le lemme suivant : 

Lemme 3.6.5 Soit X G H.(S). Soit u G H 2r ' r (X,Z/£Z). Alors, !3{Pu) G H 2rl+1 - rl {X ,Z/ £Z) 
appartient d I'image du transfert associe au revetement etale U — >■ S : 

Tr: H 2rt+1 - re (X AU+,Z/£Z) H 2rt+1 ^(X ,Z/£Z) . 

D'apres le lemme [5.6.31 on peut supposer que X G A opp Sc./5 et que la classe de cohomologie 
est donnee par un 0-cocycle, c'est-a-dire un element u G C (X, K rt z/ez) tel que du — 0. L'element 
u s'interprete comme un element de K rt z/e.z{Xo). La classe Pu G Hom^ > (5)(A', K^ r< z/ez) est 
representee par le 0-cocycle Pu G C°(X, K^ x/iz) — K^r Z /^ z (X) obtenu en utilisant le morphisme 
de prefaisceaux pointes P: K r Z /ez ~^ K(, r ,z/iz- Le lemme [3 . 6 . 41 permet de representer fiPu par un 
cocycle. Pour ce faire, on choisit u G C°(X, K r ,z/e 2 z) relevant u. On note Pu G C°(X, K^ z/e 2 z) 
I'image de u par le morphisme P: K r ^zipz ~~ ^ K% r ,z/e 2 z associe a l'anneau de coefficients Z/£ 2 Z. 

Bien sur, Pu G C a (X,K^z/e 2 z) est un relevement de Pu G C (X,K^ z /ez), mais il n'y a 
pas de raison pour que ce soit un 0-cocycle. Comme Pu est un 0-cocycle, il existe un unique 
v G C 1 (X, Kgrjz/ez) tel que dPu = £v dans C 1 (X, ^ z /p z ). Alors, v est un 1-cocycle tel que 
[v] = (3Pu dans H 2re+1 ' re (X, Z/£Z). Nous allons montrer que ce 1-cocycle est I'image par le 
transfert d'un 1-cocycle representant une classe dans f{ 2ri + 1 , ri ^ /\ Z/£Z). 

Soit T G PSTg. Pour tout X G Sm/S, on a une application 

7T*: T{X XsU)^T(X) 

induite par Taction de la correspondance finie evidente de X dans X x$ U donnee par le revete- 
ment etale X xj U — > X deduit de U — > S par changement de base. Ceci definit un morphisme 
7r* : tt+tt* J- J- dans PST5. On dispose aussi d'un morphisme plus evident 

7r* : T — > ir+ir* T 

(e'est un morphisme d'adjonction). Dans le cas ou T = K$r %/ez ( ou Kri,zjiz si on prefere), le 
morphisme tt+ : 11*71*7- — > J- induit le transfert dont il est question dans l'enonce du lemme : 

H 2rl+ *< ri (X A U+, Z/£Z) -»■ H 2rl+ *' rl {X, Z/£Z) . 

Pour etablir le lemme, il va done etre sufhsant de montrer que le 1-cocycle v de C(X, K^r t z/e.z) 
representant f3Pu est I'image d'un 1-cocycle par le morphisme de complexes induit par 7T* : 

Tr: C(*,7r*X^ r , z/ «) -> C(X,K^ z/tz ) . 
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Observons que Ton dispose d'un isomorphisme canonique de fibres vectoriels ir*E l ~ 7r*£ r ou E est 
le fibre trivial de rang r sur S. Nous noterons tw cet isomorphisme. Nous allons en realite montrer 
que v est l'image d'un 1-cocycle de C(X,K E i z /ez) v ^ a l a composition suivante : 

Ke^z/iz > n*Kir*E t ,z/ez !T a 7r *K 7r *^^ z /ez — ^ K^ z/iz ■ 

Notons u; 1'unique element de K r z /ez( x i) tel ci ue du = cZqW — d*u = tw G C (X,K ri 2/fiz) 
(ceci est possible puisque est congru modulo £ h du qui est nul). Comme d<#tt = 0, il vient que 
Mm = dans C 2 (X, K rtZ /e 2 z)i d'ou du; = dans C 2 (X, K r Z /ez)- On a ainsi un 1-cocycle w du 
complexe C(X,K rZ /ez)- 

Si ai, a2, . . . , ai sont des elements de K EZ /ez( x i) pour un certain i > 0, on notera aia2 . . . ag. G 
^B*,z/fz(^i) l'image du f-uplet qu'ils torment par le morphisme de prefaisceaux « produit » 
Ke,z/£z x • • • x K E ^z/tz K E ^ z /ez- 

Notons u' = d^u = d*u G K E Z /iz(Xi)- On peut former le produit 7 = u ll ^ 1 w G ^b«,z/^z(^i)- 
J'afHrme que 7 est un 1-cocycle de C(X, K E e^ z / iz ). En effet, si on note u" = d^u' = d\v! = di,u' 6 
K E t,z/ez( x 2), on a : 

d 7 = d* 7 - d* 7 + d* 7 

= u" l - l {d^w-d\w + d%w) 
= u" 



■" l ~ l dw = 



Par ailleurs, dans C 1 (X,K^ r Z /e 2 z)j on a, £v — dPu = d^Pu — d\Pu = Pd^u — Pd*u. Comme 
d^u = d\u + £w, le lemme suivant permet d'affirmer que : 

£v = Pd*u - Pd\u = P{d\u + £w) - P{d\u) = £ ■ y - L— 7r^tw7r*7j G C\X, K CtZ/J p z ) . 

Ceci permet de conclure que v = 7jjjjy 7r*tw7r*7 G C 1 (X, K^- z/ez)- Pour achever la demonstration 
du lemme [3.6.51 il ne reste plus qu'a etablir le lemme suivant : 

Lemme 3.6.6 Soit X G Sm/S. Soit d G K E;Z /jp z (X). Soit b G K EZ /£z- On note a l'image de a 
dans K E z/ez(X). Alors, dans K E z/pz{X), on a I'egalite : 



P(d + £b) - P(~a) = £ ■ ( ^ 7r^tw7T*(a < - 1 &) 



On note encore 5, un representant de a dans c equ i(^ Xs E/X,0) <E> Z/£ 2 Z et de meme pour 
b G c cqui (X x s E/X,0) (g) Z/£Z. Par construction, P(d + £b) G c cqui (X x s (E®£)/X,0) <g> Z/£ 2 Z 
est 1'unique element qui verifie 



7TjP(d + £b) = tW7T*((5 + £bY) = 7t£P(5) + ^tWTT* 




Pour lever toute ambiguite, dans cette identite interviennent deux morphismes evidents tt : X x g 
E^ x$ U ~ > X x g E e et iT£ : X x $ £, r x $ U ^> X x $ £ r qui etaient jusqu'ici tous les deux notes tt. 

Pour conclure, on utilise l'identite suivante dans c equ i(^ Xj (E ®£)/X, 0) <S> Z/£Z qui resulte 
du calcul standard de la composition 7r|7T£* au niveau des cycles pour une projection 7T£ d'un 
@£-torseur etale : 

n-x \ 



T^Tr^twvrV-^)) = (£- 1)! • twvr* a'ba 1 - 1 ' 



Nous sommes maintenant en mesure de demontrer le theoreme l3.6.1l D'apres les considerations 
du H3.4I (notamment le lemme 13.4.41) , on peut supposer que S est l'un des schemas Set definis au 
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debut du £13.41 (ils forment un systeme inductif dont la colimite s'identifie a Bct©f) et que U est le 
@£-torseur Ud sur S4 defini au meme endroit. 

Notons Pg,d- H 2r ' r (X) — > H 2ri ' re (X A Sd+) les differentes operations Pi associees a ces &g- 
torseurs Ud sur Sd pour d > 1. II s'agit de montrer que f3Pi^d(x) = pour tout d > 1. On sait 
d'une part que les classes fiPe yd (x) forment un systeme compatible pour d > 1 et d'autre part que 
pour tout e > 1, il existe x e £ H 2r ' rl (X A U e +) tel que j3Pi, e {x) soit l'image de x e par le transfert 
(c'est le lemme [5.6.5p . Ainsi, pour e > d > 1, il vient que la classe j3Pi,d{x) est dans l'image de 

A C/ e+ ) -»• A (7 d+ ) A A S d+ ) . 

Fixons d > 1. J'affirme que cette composition est nulle pour e assez grand. Cela resulte formellement 
de l'annulation de la composition suivante dans DAl cS (k, Fg) pour e assez grand : 

M(S d ) ^ M(U d ) -> M(U e ) . 

Justifions ceci. M{S d ) etant un objet « compact » de DM'^ i (k, Fg ), pour montrer l'annulation de 
la composition pour e assez grand, il suffit de montrer que la composition s'annule si on remplace 
M(U e ) par la colimite de ce systeme pour e > d, qui est le motif unite Fi (cf. proposition IA.l[ ). 
Que la composition 

M(S d ) A M{Ud) -> Ft 

soit nulle provient du fait que la classe 1 £ H 0,0 (Ud) s'envoie dans H°'°(Sd) par le transfert sur la 
classe modulo I du degre Ud — > S d qui vaut l\. 

3.7 Comparaison avec la construction de Voevodsky 

Nous allons expliquer brievement ici pourquoi la construction de Voevodsky |22[ Construc- 
tion 5.3] doime la meme operation cohomologique que celle de la definition 13.0.11 

Les donnees de la definitions 13.0.11 sont celles d'un groupe fini agissant sur un ensemble fini A 
de cardinal n et d'un schema S £ Sm/k muni d'un G-torseur etale U. Voevodsky se donne en outre 
un fibre vectoriel L et un isomorphisme de fibres vectoriels sur S entre £ L et un fibre trivial 
de rang TV ou £ est le fibre vectoriel de la definition 12.1.11 Pour tout r > 0, Voevodsky definit un 
morphisme 

P: Ki A Th G \;7 1) -> K iN . 

Par un jeu d'adjonctions qu'il serait peu interessant de detailler, ce morphisme dans la categorie 
des prefaisceaux d'ensembles pointes sur Sm/k correspond a un morphisme dans la categorie des 
prefaisceaux d'ensembles pointes sur Sm/S : 

P : Ki -> Hom.(Th5 L\ K iN ) 

ou Ki, KiN et Ths L l sont consideres ici etant comme etant « au-dessus de S ». II resulte aussitot 
des definitions que ce morphisme est egal au compose : 

K t *H K e ^4 Hom.(Th s L\ K^ hi ) ~ Hom.(Th s L\ K iN ) 

on Pj^i est le morphisme de la definition 12.1.31 applique au fibre trivial de rang i sur S et -r L i le 
morphisme de multiplication par la classe tautologique (cf. proposition 1 1 . 6 . 21) . 
II est des lors evident que la transformation 

P: H 2i,i (X) -> H m ' 2m {X A S+) 

que Voevodsky en a deduit pour tout X £ H m (k) est la meme que celle de la definition 13.0.11 Ceci 
montre a posteriori que bien que la demonstration de ce fait fut incorrecte, l'enonce d'independance 
en le choix du supplementaire L de £ |22l Lemmas 5.2 & 5.3] etait vrai. 
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4 Operations de Steenrod 



Soit t un nombre premier. Soit k un corps parfait de caracteristique differente de £. Nous allons 
enfin voir comment les constructions precedentes s'appliquent au cas de Taction evidente du groupe 
symetrique &g agissant sur {!,...,£} et donnent lieu aux operations de Steenrod motiviques sur 
la cohomologie modulo i. II faut pour cela commencer par decomposer le motif a coefficients Z/£Z 
du classifiant Bet©^- Dans cette section, s'il n'est pas precise, l'anneau des coefficients des groupes 
de cohomologie sera toujours . 

4.1 Le motif de Bg t @£ 

Proposition 4.1.1 Le motif M(B e - t ^; F^) £ DM^(k,Fg) se decompose de la fagon suivante : 

M(B et n e ;F e ) ~ ©i>oF4i)[2i]0©i> o F^(i + l)[2t + I] . 

Les •projections sur les differents facteurs correspondent aux classes de cohomologie v % et uv l dans 
H*'* (B e - t He) oil v € H 2,1 (B et^e) est I'image inverse par le morphisme evident Bgj/z^ — > B e - 4 G m ~ 
P°° de £ i? 2 ' 1 ^ 00 ) ~ lim n H 2 ' 1 (P n ) et oil u £ # M (B e - f ^) est I'unique element tel que 

/3u = v et dont la restriction au point-base de B e - t /^ soit nulle dans H 1 (fc). 

On dcfinit B gm /i£ en utilisant le caractere evident fi£ C G m et les ouverts Ud = A d — {0} les plus 
grands possibles (cf. proposition IA.1[) pour obtenir l'identification B gm ^ ~ Bct^e- La proposition 
resulte alors de la decomposition, pour tout d > 1, du motif du schema quotient ne\(A d — {0}) 
faisant intervenir ceux des termes apparaissant ci-dessus qui ont un indice i verifiant < i < d — 1 . 

Cette decomposition provient d'une formule plus generate dans la situation d'un G m -torseur 
T au-dessus de X £ Sm/k (comme ici A d — {0} est un G m -torseur au-dessus de P d_1 ). II existe 
alors a isomorphisme unique pres un unique fibre en droites L sur X muni d'un isomorphisme de 
G m -torseurs entre T et le complementaire de la section nulle de L. A partir de la suite de Kummer 

— > /if — 5- G m — > G m —5- (exacte pour la topologie etale), il vient immediatement que le 
quotient fie\T s'identifie au complementaire de la section nulle dans le fibre en droites L® 1 . Le 
G m -torseur A d — {0} etant le complementaire de la section nulle dans I), il vient ainsi que 
Hl\(A d — {0}) s'identifie au complementaire de la section nulle dans le fibre en droites G[—l) sur 

Dans la situation generale d'un G m -torseur T sur X £ Sm/k qui soit le complementaire de la 
section nulle d'un fibre en droites L sur X, en utilisant l'isomorphisme M(Thx L) ~ M(X)(1)[2] 
donne par l'isomorphisme de Thorn (cf. definition 1 1 . 5 . 1[) . on voit que le motif de T s'insere dans 
un triangle distingue dans DM cS (k, Fg) : 

M(X)(l)[l] M(T) ->• M(X) -» M(X)(1)[2] 

ou le morphisme M(X) — » M(X)(1)[2] est induit par la classe a(L) £ H^iX)^ Si cette classe 
est nulle, il existe une retraction M(T) — > M(X)(I)[1] de S et on obtient une decomposition 
M(T) 4 M(X) © M(X)(l)[l]. Plus precisement, si w £ H 1 ' 1 ^) verifie S*w = 1 G H°>°(X), 
la classe w et la projection T —> X induisent un morphisme M(T) — > M(X)(1)[1]. C'est une 
retraction de 5. En effet, il s'agit de montrer que le morphisme compose 

M(X)(1)[1] -A M(T) M(X)(1)[1] 

est l'identite. Par construction, cette composition fixe la classe I £ H°'°(X) et on peut conclure 
en utilisant le fait evident que 6: M(X)(1)[1] — »• M(T) (et done cette composition) est un mor- 
phisme de M(X)-comodules ou M(X)(1)[1] et M(T) sont munis des structures evidentes de M(X)- 
comodules. Ainsi, les classes 1 et w induisent une decomposition M(T) M(X) © M(X)(1)[1] et 
on peut observer que la classe w £ -H rl ' 1 (T) est bien definie modulo I'image de H 1 ' (X). 

5. Si on dispose implicitement d'un morphisme p: Y — > X dans Sm/k, une classe x S H p ' q (Y) (correspondant 
a un morphisme M(Y) — > Fg(q)[p]) induit un morphisme M(Y) — > M(X)(q)\p] qui est la composition M(Y) — ^ 
M(Y xX)~ M(Y) ® M(X) -A m M(X)(q)[p]. 
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Comme c\{0(—t)) = lci(ff(-l)) = 0e H 2 < 1 {V d ~ 1 ). on obtient l'existence d'une classe w G 
H 1 ' 1 (fj,e\(A d - {0})) telle que 1 et w induisent un isomorphisme M (ne\(A d - {0})) -3- M{P d ^) © 
M(P )(1)[1]. On peut assurer l'unicite de w (verifiant 6*w = 1 comme plus haut) en demandant 
en outre que la restriction de w au point-base de m\(A d — {0}) provenant d'un element quelconque 
de k d — {0} soit nulle (on laisse en exercice au lecteur de montrer que les morphismes de restriction 
H 1 ' 1 {ni\A d — {0}) — > H 1 ' 1 (k) associes aux differents elements de k d — {0} sont tous egaux). 

Si on avait fiw = 0, la classe w se releverait en une classe de cohomologie w G H 1,1 (ni\(A d — 
{0})) qui verifierait S*w = 1 mod I. L'exactitude de la suite 

H^\ iH \{A d - {0}), Z/£ 2 Z) ijO,o ( pd-i ) Z /^2 Z) - Cl(€y( ~ £) j H 2 -i(P d -\Z/£ 2 Z) 

impliquerait alors que c\ (<?(-•£)) = 0e # 2 ' 1 (P d_1 , Z/£ 2 Z) ce qui est faux pour d > 2. 

Pour d > 2, on a done /3iu ^ 0, ce qui implique l'existence de A € tel que A ■ j3w = v G 
H 2 > 1 ((i e \(A d - {0})). En notant u — Xw G iJ M (/i£\(A d - {0})) qui verifie /3u = v, on obtient la 
decomposition sous la forme enoncee dans la proposition. 

Proposition 4.1.2 Pour tout A G F^ , notons m\: fii — > fj,£ I 'elevation a la puissance A et le 
morphisme B e - f /i^ — > B e - t /Ltf qu'elle induit. Alors, dans i?*'*(B e - t /i^), on a : m^u = Xu et m* x v = Xv. 
Ainsi, via la decomposition de la proposition ^. 1 .1\ m* agit par la multiplication par X 1 sur le terme 
Ft(i)[2i] et par la multiplication par X l+1 sur le terme Fg(i + l)[2i + 1]. 

Enfin, la projection M(Bg^) — > M(Bg^) p x sur le facteur direct des co-invariants sous 

V action de est la projection sur la sous-somme suivante : 

M(B, m ) K ~ (B 3 > F e ((£ - l)j)[2(£ - ffi^oFjfC* - l)(j + l))[2(i - l)(j + 1) - 1] . 

Les classes d = — G H ~ 2 ' (B ^fj.^) et c = —uv e ~ 2 G if _3 ' (B^/z^) soni invariantes 
sous faction de F^ . Les projections de M(B e - t /i^) F x sur Zes differents termes de la decomposition 

ci-dessus correspondent aux classes (— 1 )■?'<#' e£ (— 1) J+ ctP. 

La formule concernant m* x v — Xv est evidente. Compte tenu des proprietes de u, l'identite 
m* x u — Xu en resulte. Les autres enonces en decoulent immediatement. 

Proposition 4.1.3 II existe un isomorphisme canonique dans DM^(k,Ff) compatible a I'exten- 
sion du corps parfait k : 

M(B 4t Z/£Z) F , ~ M(B e - f ^) F x . 

S'il existe £ G fc x une racine primitive ^-ieme de l'unite, l'isomorphisme est induit par l'iso- 
morphisme Z/£Z — > \n envoyant 1 sur £. L'isomorphisme induit au niveau des co-invariants est 
evidemment independant du choix de £. En general, il existe une extension finie galoisienne fc'/fc 
de degre divisant I — 1 et done premier a I tel que k' contienne une racine primitive £-ieme de 
l'unite. Par un argument de transfert, on obtient l'existence et l'unicite d'un isomorphisme de la 
forme cherchee qui apres extension des scalaires a k' soit celui construit precedemment dans le cas 
d'un corps possedant une racine primitive ^-ieme de l'unite. 

On peut ainsi proceder a une identification H*'*(B(, t Z/£Z) F ( ~ H*'* (B(. t He) Ft des sous- 
algebres fixees par Taction de F^ , ce qui fournit des classes c et d dans la cohomologie de BctZ/£Z. 

Proposition 4.1.4 Le morphisme canonique 

M(B et Z/£Z) F , -»• M (B«6/) 

est un isomorphisme dans DM^(k,Fi). 
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On identifie ici implicitement Zj£Z au sous-groupe de &g engendre par le £-cycle de &i corres- 
pondant a la permutation x i — > x + 1 de Z/£Z que Ton identifie ensemblistement a {1, . . . ,£} (par 
l'inverse de la reduction modulo £). Via ces identifications, le normalisateur N de Z/£Z dans &i est 
le groupe affine des bijections x i — > ax + b sur Z£Z avec a € F* et 6 G F* . L'action de A~ sur Z/^Z 
par « conjugaison dans &i » se factorise par le quotient evident N — > F^ . Le morphisme considere 
dans la proposition n'est done autre que l'epimorphisme scinde donne par le corollaire lA.5l 

Pour obtenir le resultat, il reste a montrer que la composition 

M(B 6t Z/£Z) F x M(B 6t 6/) A M(B 6t Z/£) F x 

est un isomorphisme. Notons ip G End(M(B,stZ/^) F x ) cette composition divisee par {I — 2)!. 
C'est un projecteur dont l'image s'identifie a Af(Bct©^)- Pour conclure, il faut montrer que <p 
est l'identite de M(BctZ/^) F x . Par ailleurs, on peut identifier H*'*(B(, t &e) a une sous-algebre de 

H*'*(B(, t Z/£) F t . Cette sous-algebre est precisement 1'image du projecteur que (p induit. Avant 
de montrer que ip est l'identite, on va montrer que (p induit l'identite de H*'*(B(>tZ/£) F t , ce qui 
revient a montrer le lemme suivant : 

Lemme 4.1.5 L'inclusion H*'*{B a &i) C H* ^ (B £t Z / £) F > est une egalite. 

II s'agit de montrer que les classes c et d appartiennent a la sous-algebre if*'*(Bct6^). 

Le classifiant B& t &i s'identifie a la colimite B gm 6^ = colim^ fie\Ui d'un systeme de faisceaux 
representables (cf. proposition IA. 1|) . Sur chacun de ces quotients fii\Ui, on dispose d'apres la 
definition 12 . 1 . 1 1 d'un fibre vectoriel £ de rang £ associe a Taction tautologique de &£ sur {1, . . . ,£}. 
Ces fibres etant compatibles pour les differentes valeurs de i, on peut donner un sens a C£_i(£) G 
H 2e ~ 2 ' i ~ 1 (B(, t &e) (ceci sera rendu plus precis dans l'isomorphisme du corollaire l4.1.7p . On peut 
verifier que d = En effet, on peut supposer qu'il existe une racine primitive £-ieme de 

l'unite £ G k, ce qui permet de definir une inclusion pi — > &£. On verifie alors facilement que 
l'image inverse de £ sur pe\(A d — {0}) est ©^"qL® 1 ou L est l'image inverse de 0(1) sur P d_1 , ce 
qui permet d'obtenir la formule : 

C£-i(£)|MA d -° = Y[( iv } = = d ■ 

i=l 

II reste a montrer que c appartient aussi a H*>* (Bg t 6^). Pour tout X G l'image du 

Bockstein (3 sur H*'*(X; Z/£Z) est le noyau de la « multiplication par £» H*'*(X;Z/£Z) — > 
H*'*(X;Z/£ 2 Z). Comme le morphisme evident H*'*(B &t &i, A) ->■ H*>*(B 6t Z/£, A) est injectif 
non seulement pour A = Z/£Z mais aussi pour A = Z/£ 2 Z (cf. corollaire IA.5|) . le fait que d 
soit dans l'image du Bockstein sur H* : *(B(, t Z/£Z) implique que d peut aussi s'ecrire d — (3(c') 
avec c! G H 2e ~ 3 ' l ~ 1 (ti£t&e)- La decomposition du motif M(BetZ/^Z) F x montre qu'il existe 

a G H 2e - 3 ^ 1 (k) etbeF e tels que dans H*'*(B 6t Z/£Z) F Z , on ait c' =a + bc. L'identite /3(c') = d 
impose que b = 1, d'ou c' = a + c. Ceci montre que c = d — a appartient bien a la sous-algebre 
H*'*(B 6t & e ) de H*'*(Z/£Z) F ? . 

En utilisant que les classes rf 7 et cd? dans H*'*(B(. t Z/£) F ^ pour tous j > appartiennent a la 
sous-algebre H*'*(B(, t &£ ), on obtient que si p est le morphisme de projection de M (BotZ/^) F x vers 
un des termes F^(i)[2i] ou Fi(i)[2i — 1] apparaissant dans sa decomposition (cf. propositions 14. 1 . 2l 
et I4.1.3p . alors p o tp = ip. Le lemme suivant applique a ip = tp — Id permet de conclure que tp est 
l'identite de M(B^ t Z/£) F x et done de terminer la demonstration de la proposition 14.1 .41 : 

Lemme 4.1.6 Soit M = (BieiMi une decomposition en somme directe dans DAI^(k) telle que 
les objets Mi appartiennent a DMgff^k). Pour tout i G I , on note pi\ M — > Mi le morphisme de 
projection. Soit ip un endomorphisme de M tel que pour tout i G /, Pi o ij) = 0. Alors, = 0. 

Pour tout i G /, on note ji : Mi — > M le morphisme d'inclusion. Par definition de la somme 
directe, pour conclure, il s'agit de montrer que pour tout i G /, ip o = 0. Le morphisme tp o ji 
etant de la forme Mi ®j^iMj, comme Mi est compact, ce morphisme ip o j i se factorise par un 
facteur direct evident (Bje^Mj avec Ji une partie finie de /. On est alors ramene a montrer que 
pour tous i € / et j G Jj, on a pj o tp o ji = 0, ce qui resulte bien de l'hypothese pj o ip = 0. 
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Corollaire 4.1.7 Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et p: &e — > GL(V) une repre- 
sentation lineaire fidele de &g. Soit (£7j)j>i une suite d'ouverts des espaces affines V® 1 satisfaisant 
les hypotheses de la vrovosition \A.1[ Alors, pour tout X 6 Tl,{S), V application canonique est un 
isomorphisme 

H*'*(X A (B«6<)+) 4 limH*'*(X A (G t \Ui)+) . 

i>l 

Comme la suite exacte de Milnor contient la surjectivite de cette application, il suffit de montrer 
l'mjectivite. Soit x <E H p ' q (X A (B§t<5^)+) une classe dont les images dans les groupes H p ' q (X A 
(&e\Ui)+) soient toutes nulles. II s'agit de montrer que x est nulle. Pour cela, on peut supposer 
que k contient £, une racine primitive £-ieme de l'unite. D'apres la proposition 14.1.41 il suffit de 
montrer l'annulation de l'image inverse de x par X A /+ ou / est le morphisme canoniquement 
associe a ( : Bgt/A« — BctZ/£Z — > Bet©£- La proposition 14. 1 . Il fournit un isomorphisme 

H™(X A (B 6tf ii)+) 4 ]imH™(X A (^\(A d - {0}))+) . 

d>l 

Ainsi, pour montrer que x = 0, il suffit de montrer l'annulation de l'image inverse de x par X Ag^, 
pour tout d > 1 ou gd est la composition ne\(A d — {0}) — > Bet/if — BctZ/^Z Bct©£. Pour 
obtenir cela pour un certain d, vu l'hypothese sur x, il suffit de montrer que pour i assez grand, 
gd se factorise dans T-i{k) par le morphisme canonique &e\Ui —> B§t©^, ce qui est evident. 

La proposition suivante permet de comprendre la structure multiplicative sur les algebres de 
cohomologie motivique des classifiants de fii et de &g : 

Proposition 4.1.8 ([22l Theorem 6.10]) Dans H*'*{Bg t fj, e ), on a I'identite u 2 = si I ^ 2 et si 

1 = 2, u 2 — rv + pu out e H a ^(k) = /J,2(k) = {±1} est Velement non nul et p £ iJ M (fc) ~ k x /k x2 
est la classe de —1. Dans H* , *(B,st&£), on a aussi c 2 = si I ^ 2 c 2 = rd + pc si £ = 2. 



4.2 Construction des operations P % et 5* sur H 2 *'* 
Pour tout r > 0, on note 

P t : H 2r < r {X) -> H 2 ^ r \X A (B 6t 6,)+) 

la transformation naturelle, pour <Y G H,(k), correspondant a la construction Pg" IV (cf. defini- 
tion pour Taction de sur {1, . . . ,£} (et ce bien sur dans le cas de l'anneau de coefficients 
Ff ). A priori, cette operation P@" IV n'est definie qu'a « presqu'egalite pres ». Le corollaire 14.1.71 
montre que dans ce cas particulier, elle est definie sans ambiguite aucune. 

D'apres les proposition 14. 1 .21 14. 1 .31 et 14. 1 .41 on peut definir de manique unique des transforma- 
tions naturelles 

pi. jj 2r ' r {X) -> _h- 2i -+ 2 «(^- (X) 

et 

B l : H 2r ' r (X) ^ar+w(/-i)+i,r+*(/-l) 
pour tout i e Z telles que pour tout x £ H 2r,r (X), on ait : 

P t (x) = J2 P r ~Hx)d 3 + B"" 1 ^ (x)cd j 

j>0 j>0 

et que P l = pour i>r + leti? 4 = pour i > r. 

II resulte de |221 Proposition 3.6] que P % = et B % = si i < 0. On a ainsi : 

r r— 1 

Pi(a;) = ^P r - J '(a;)d J ' +^B r - 1 - J '(x)cd J . 

j=0 j=0 

Que /3P £ (x) = (cf. theoreme lBlTTj) revient a dire que B l {x) = j3P l {x) et f3B l (x) = 0. 
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4.3 Les operations stables P % et B l 

Definition 4.3.1 Un nombre premier I et un corps parfait k ayant ete fixes, une operation coho- 
mologique stable F de bidegre E Z 2 est la donnee, pour tous (p,q) E Z 2 de transformations 

naturelles (pour X E 'H.(fc) ) 

F: H p,q (X) -> H p+l ' q+j {X) 

commutant aux isomorphismes de suspension H*'* (X) ^> H* +2 -* +1 {Xf\(A 1 / A 1 — {0})) etH*'*(X) ^> 
H* +1 '*(XAS 1 ) donnes par la multiplication a droite par les classes tautologiques dans _ff 2,1 (A 1 /(A 1 — 
{0})) et iJ 1,0 (S' 1 ). On dira que F est de degre i et de poids j. 

On considere ici chaque foncteur H p,q comme un prefaisceau d' ensembles sur "H.(fc). Cependant, 
les transformations naturelles qui composent une operation cohomologique stable sont automati- 
quement additives. 

Une operation cohomologique stable importante est le Bockstein /?. Elle est de bidegre (1, 0). 

Une operation cohomologique stable est determinee par son action sur les classes dans H 2r ' r (X) 
pour pour r > et X E TL, (S) et une famille de transformations naturelles H 2r ' r (X) — > H 2r + l > r +i {^x) 
pour r > s'etend en une operation cohomologique stable si et seulement si elle commute 
aux isomorphismes H*'*(X) ^> H* +2 '* +1 {X A (A 1 /A 1 — {0})) donnes par la multiplication par 
t E i? 2 ' 1 (A 1 /(A 1 - {0})) it est la classe de Thorn du fibre trivial de rang 1 sur Specfc). 

On definit de fagon evidente une composition des operations cohomologiques stables. Pour 
tout A E H l,3 {k), la multiplication d gauche par A definit une operation cohomologique stable de 
bidegre (i,j). On dispose ainsi d'un plongement de l'algebre H*'*(k) dans l'algebre des operations 
cohomologiques stables. On considerera principalement la structure de 7J*'*(fc)-module (a gauche) 
sur l'algebre des operations cohomologiques stables provenant de cette inclusion. Ainsi, pour F 
une operation cohomologique stable, XF est definie par (XF)(x) = A • F(x). On dispose egalemcnt 
d'une structure de module- definie par (FA) (a;) = F(Xx). 

Proposition 4.3.2 Les operations P l et B l definies precedemment s'etendent en des operations 
cohomologiques stables de bidegres respectifs (2i(£ — 1), — 1)) et (2i(£ — l)-\-l,i(£— 1)) qui verifient 
B 1 = fiP\ 

Si on note - U t la multiplication a droite par t : H*'*(X) -> H* +2 '* +1 (X A AVlA 1 - {0})), 
comme on sait deja que B % — /3P 1 , il suffit de verifier que pour tout x E H 2r ' r (X), on a P' l (x\Jt) = 
P l (x)Llt. D'apres la proposition [3X1 on a Pi(xUt) = P e (x)UP e (t) E H*-*(X A (A 1 /A 1 - {0}) A 
(Bet©«)+). D'apres la proposition ^. 3. il on a Pi(t) = td, ce qui montre que Pg(xUt) = (Pg(x)Ut)d. 
L 'identification des coefficients montre que l'on a bien P z (x U t) = P l (x) U t. 

4.4 Premieres proprietes 
Proposition 4.4.1 P° est Videntite et B° = /3. 

D'apres [2^1 Proposition 3.7], pour tout r > 0, Taction de P° sur H 2r,r est la multiplication 
par un nombre A r E Z/£Z. La condition de stabilite se traduit en disant Que A?- — A r +i pour tout 
r > 0. Ainsi, il existe A £ Ff tel que P° = Aid. Pour montrer que A = 1, on peut par exemple 
verifier que pour la classe 1 E # >°(Specfc) ~ H°'°{S°), on a P e (l) = 1 E H°' {B &t & e ) ce qui 
implique que P (1) = I. 

Proposition 4.4.2 Soit x E H p ' q (X). Soit x' E H p '' q '(X'). 
Pour tout n > 0, on a une egalite dans H*'*(X A X') : 

Par ailleurs, /3(xx') = f3(x) ■ x' + (-l) p x ■ f3(x'). 



6. C'est ainsi que Ton notera les structures de modules a droite. 
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La formule pour j3 est indiquee pour memoire. Pour etablir la premiere serie de formules, en prenant 
garde aux signes, on peut se ramener au cas ou (p,q) = (2r, r) et (p',q') = (2r',r f ) et alors cela 
resulte de Pidentite Pe{xy) = P e {x)P e (y) G H*>*(X A X' A (B 6t 6 e ) + ) (cf. proposition I5XT]) . 

Proposition 4.4.3 Pour tout x G H 2r - r (X), on a P r (x) = x l G J ff 2rf - r£ (A'). 

II s'agit de determiner le « terme constant » du developpement de Pe(x). Comme les restrictions 
de c et d au point-base de B,st©£ sont nulles, il s'agit en fait de calculer l'image de Pi(x) par la 
fieche de restriction 

H 2H ' H (X A (B tt & e )+) -»• H 2rg,rl (X) 

induite par le point-base Spec A; — > B^t©^ Celui-ci est induit par la classe du ©£-torseur trivial U 
sur S — Specfc. D'apres la proposition 13.4.31 P r (x) est l'image de x par la construction P pour ce 
torseur trivial et Taction de &e sur A = {1, ...,£}. En revenant a la definition 12.1.31 il est alors 
evident que P n'est alors que l'elevation a la puissance #A = i. 

Corollaire 4.4.4 Soit x G H p > q (X). Soit n>0. Si on a p — q < n et q < n, alors P n (x) = 0. 

En effet, quitte a remplacer X par X A S n ~ p+q ~ 1 a G^™ -9 , on peut supposer que p = 2n — 1 
et q — n. Si on note e G H 1 '°(S 1 ) la classe tautologique, il faut montrer l'annulation de P n (x)e = 
P n (xe) = {xe) G H 2ne -' ni {X A S 1 ) (la derniere egalite est donnee par la proposition 14.4.3]) . On 
conclut en remarquant que {xef peut etre identifie (au signe pres) au produit de x e G £f 2 "* — *>™(#) 
et de e e = G H^iS 1 ). 

Proposition 4.4.5 Soit X G Sm/k. Soit L un fibre en droites sur X. On a alors : 
P(ci(L)) = Cl {L) 1 + Cl (L)d G H 2e ' e (X x B«6<) . 

Autrement dit, P°(q(L)) — C\{L), P 1 (ci(L)) = C\{V) 1 et les autres operations P l et B % s'annulent 
sur Ci(L). 

On sait deja a priori que P(ci(L)) = P 1 (ci(i)) + P°(ci(L))d + B°(ci(L))c. La formule resulte 
simplement du fait que P° est Pidentite, B° le Bockstein (cf. proposition 14.4.1]) et que sur H 2 ' 1 , 
P 1 soit l'elevation a la puissance £ (cf. proposition 14.4.3]) . 

II etait egalement possible de partir de la proposition 13.3.11 puis de montrer l'annulation des 
classes de Chern Cj(£) pour 1 < i < I — 1 afin d'obtenir une formule pour P(tz) de laquelle on 
peut deduire une formule pour P(c\(L)) en observant que c\(L) est l'image inverse de tjj par le 
morphisme X — > Thx L donne par la section nulle. 

Proposition 4.4.6 Dans iJ*'*(B e - t /x^ ), on a les relations suivantes pour i > et j > : 

PV) = , pp 1 ^) = , 

Dans H*'*(B t s t &e), on a les relations suivantes pour i > et j > : 

P i (d j ) = (-l) i (^ £ ~. 1 ^ (f +j , /3P i (d j ) = 0, 

p^) = (-i)* ( ( ^ - 1} - x ) ^ , pp\cdi) = { -iy ( (£ " + 1} - . 

Dans iT*>*(B 6tW x B 6t e £ ) ~ fl*-*(B ft ^) ZP'*(B 6t 6^), on a P(v) =v e ®l + v®d 

d'apres la proposition 14.4.51 On en deduit le developpement de P(v 3 ) = P(v) J en utilisant la 
formule du binome. Ceci permet de calculer les images de v J par P l et B l . Les formules pour 
uv 3 s'en deduisent en utilisant que les seules operations P l et B % ne s'annulant pas sur u sont 
P° = Id et B° = /3. Le resultat pour d? et cd? se deduit des autres formules en utilisant le fait 
que le plongement canonique de iJ*'*(Bet©^) dans i?*'*(B§tM^) s °it compatible avec Paction des 
operations P % et B % (se ramener au cas ou k possede une racine £-ieme de l'unite) . 

7. Pour la definition de r £ _ff 0,1 (fc), voir proposition 14. 1 . 8l L'autre element p € H ' (k) qui y est defini satisfait 
aussi la relation p = 3(t). 
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4.5 Relations d'Adem 

On enonce ci-dessous les relations d'Adem. Pour le cas £ = 2, on a note Sq 2 ™ = P n et Sq 2n+1 = 
B n . En general, l'operation cohomologique stable Sq 1 est de bidegre (i, |§J). 

Theoreme 4.5.1 (Relations d'Adem pour £ = 2) 0« suppose que a et b sont des entiers na- 
turels tels que < a < 2b. 

(1) Si a est pair et b impair : 

V ^ = E 1 2 7) Sq^ + £ ' ' Sq* 

j=o v J y i=i v 77 



(V) Si a et b sont impairs : 



L 2 J /I _ 1 _ -\ 

Sq a Sq b = ^ ( a _ 2 ) V^- 7 V 



(%) Si a et b sont pairs : 



fb — 1 — 

Sq a Sq b = V t j mod 2 I 3 ) Sq° +6 - J ' Sq 3 

^— ' » a — 2j ' 



Sj a est impair et b pair : 



Les identites (1') et (2') se deduisent respectivement des identites (1) et (2) par application du 
Bockstein. Les formules apparaissant dans |22l Theorem 2.3] soufTraient de la presence de coquilles 
dans les termes faisant intervenir p. On a verifie par ordinateur que les coefficients des formules 
ci-dessus etaient les bons dans le cas ou a + b < 100@. Le principe de la demonstration redigee 
dans |22) est cependant correct. (Cette demonstration est legerement plus compliquee que dans le 
cas £ 7^ 2 qui apparait plus bas.) 

Theoreme 4.5.2 (Relations d'Adem pour £ ^ 2) Si des entiers a et b verifient < a < £b, 
on a : 

papb _ y^_-^Q+t ~ _ *) ~~ l \pa+b-tpt 

t=o \ a It J 

S'ils verifient < a < £b, on a : 

pa-fipb _ ^(-l) a+t tf\ ppa+b-tpt^ (_]_)a+t+l — 1) _ *) _ A pa+b-t^pt 

t=o \ a £t J t _ Q \ a — ft 1 / 

Comme indique dans [22, Theorem 10.3], le principe de la demonstration est le meme que dans 
|181 Chapter VIII] . Pour en faciliter la comprehension et la reconstitution des moindres details pour 
le lecteur interesse, nous allons preciser certains points. Traitons par exemple le cas de la deuxieme 
identite. II s'agit d'etablir une egalite entre deux operations cohomologiques stables. Pour verifier 
une telle egalite, il suffit de la tester sur des classes x € H 2r ' r (X) pour X 6 H,(k) et r > 0. Nous 



8. Le code source C du programme ayant permis cette verification est disponible a l'adresse 
http : //www. math. u- psud. fr/~riou/doc/adem. tar . gz 
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ne le ferons que pour une infinite d'entiers r ayant une forme tres particuliere, mais ce sera suffisant 
puisque si l'identite est vraie pour un certain r, elle l'est automatiquement pour tous les entiers 
r' < r. 

La demonstration repose sur le theoreme de symetrie (theoreme l3.5.ip qui enonce que Pg(Pi(x)) 6 
jj2H ,rt ( X A (B 6t S £ x B tt e e )+) est invariant par l'echange des deux facteurs Bg t 6^. En utilisant 
les formules du i)4.4[ il est possible de developper Pi(P((x)) pour l'ecrire sous la forme d'une somme 
de termes \®c l d^ ®c % ' d?' avec A € H*'*(X) et des entiers naturels, i et il devant valoir 

ou 1. L'echange des deux facteurs envoie A ® c l <P ® c 1 d? sur (— 1)" A ® <? d? ® &d? . Le theoreme 
de symetrie implique ainsi un certain nombre de relations entre les coefficients. 

Precisement, pour r > a + b, on pose p = r — b et q = rl — a et on s'interesse au coefficient 
devant cd p_1 ® d q dans Pi (Pg(x)). Le calcul montre que ce coefficient vaut : 

8=0 



Le terme correspondant a 5 = est precisement P a j3P b {x) que l'on cherche a reexprimer autrement. 
II convient ainsi de s'arranger pour que ce soit le seul terme non nul. J'affirme que si N est assez 
grand, c'est le cas pour r = £ N + fed. II s'agit de montrer que le coefficient binomial f^ -1 )^ - *) -1 ) 
est divisible par I pour 1 < 5 < a et N assez grand. On a : 

(£ - l)(p -S)-l\ ({£ - 1)£ N -!-{£- 1)5 



Pour x et y des entiers naturels, par un raisonnement sur les valuations ^-adiques des factorielles et 
des coefficients binomiaux, on obtient que ^ mod I si et seulement s'il n'y a pas de retenue 
lors du calcul de la soustraction i-j/en termes des developpements £-adiques. 

II est evident que le developpement de (£ — 1)£ N — 1 se termine par N chiffres egaux & £ — 1. 
Si N est assez grand, aucune retenue n'apparait done quand on soustrait (£ — 1)5 a (£ — 1)£ N — 1. 
S'il n'y avait pas de retenue dans la soustraction de 5 a {£ — 1)£ N — ! — (£ — 1)5, il viendrait done 
qu'il n'y aurait pas de retenue dans l'addition de (£ — 1)5 et de 5, ce qui est manifestement faux si 
5 0. Par consequent, pour 1 < 5 < a, on a bien fv^ -1 )^ -5 ) -1 ) = o mod £ pour N assez grand. 

Sous l'hypothese que r — £ N +b soit assez grand, on a ainsi obtenu que le coefficient de cd p ~ l ®d q 
(pour p = r — b = £ N et q = r£ — a) dans Pg(Pt(x)) est precisement P a f3P b (x). Par le theoreme de 
symetrie, il est egal au coefficient de d q <g> cdP -1 , qui vaut : 

E(_ i\a+t ( (V ~ _ l ) \opa+b-tpt(\ , V""V ,v +t+l (i? ~ l )( r ~ *) _ A pa+b-t a pt I \ 

,J ' \{l-l)r-a + tr ^ U \{£-l)r-a + t) F P * ™ ' 

En utilisant l'identite [Zj = ) , on peut le recrire : 



On a ^) = f^ -1 )^ - ^.^ -1 ^ ). Pour AT assez grand, ce coefficient binomial est congru 

modulo £ a En effet, si ?/ est un entier naturel donne, la reduction modulo £ de (*) 

pour x > ne depend que de la classe de congruence de x modulo £ N pour N assez grand. C'est 
a cet endroit que l'on utilise a < lb puisque cela permet de s'assurer que (£ — l)(b — t) > sous 
l'hypothese que < t < j. De meme, pour chacun des termes de la deuxieme somme, on a une 

congruence modulo I entre (^"iitz'f 1-1 ) et ( a-ft-*i _1 ) » ce 1^ acneve l a demonstration de la 
deuxieme serie des relations d'Adem enoncees pour £ ^ 2. (La premiere serie d'identites donnant 
une formule pour P a P b pour < a < £b s'obtient de facon similaire en considerant les coefficients 
devant d p ® d q et d q ® d p avec p = r — b, q ~ r£ — a comme ci-dessus, mais avec r = oZ\ + b pour 
N assez grand.) 



9. Ainsi, p = r — b = £ N . C'est le meme choix qui est fait dans 1181 p. 121], mais des coquilles peuvent faire 
croire a un choix different (p = ^rEr )> ce Q m entrainerait, qu'outre le terme voulu P a (3P b apparaitrait le terme 
pa—ippb+l ams ; q Ue quelques autres. 
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5 L'algebre de Steenrod et sa duale 



On fixe un corps parfait k et un nombre premier I inversible dans k. On notera simplement 
H*>* l'algebre de cohomologie motivique H*'*(k) de A; a coefficients dans F^. 

5.1 L'algebre A*'* et la comultiplication \&* 

Definition 5.1.1 Un mondme en (3 et les P % est une expression de la forme 

avec k > 0, Ei £ {0, 1} et Si > 0. On note k la longueur du mondme. Le mondme est dit admissible 
si pour 1 < i < k — 1, on a Si > lsi+\ + £j. 

Par composition des operations P l et j3 definies dans la sectional a chaque monome est associee 
une operation cohomologique stable dont le bidegre est (n, w) avec w = (I — 1) 53i=i s « e ^ n = 
2w + y"V_ £j. L'entier u> sera appele le poids du monome, et n son degre. 

Definition 5.1.2 On note A*'* le H*'*-module libre formellement defini comme ayant pour base 
V ensemble des monomes admissibles. 

Proposition 5.1.3 Le morphisme evident de H*'* -modules de A*'* vers l'algebre des operations 
cohomologiques stables est injectif et identifie A*'* a une sous-algebre de l'algebre des operations 
cohomologiques stables. 

Nous allons commencer par montrer que 1'image de A*'* par ce morphisme est une sous-algebre 
de l'algebre des operations cohomologiques stables. Compte tenu des formules de la proposi- 
tion [3321 il suffit pour cela d'etablir le lemme suivant : 

Lemme 5.1.4 Pour tout mondme M en [3 et les P l , I'operation cohomologique stable associee a 
M est une H*'* -combinaison lineaire d'operations cohomologiques stables associees a des monomes 
admissibles. 

Nous allons demontrer ce lemme par recurrence sur le poids w du monome (le resultat est 
evident si w = 0). Supposons done le resultat obtenu pour les monomes de poids < w. Au cours 
de cette demonstration, nous dirons qu'une operation cohomologique stable est admissible si elle 
est iJ*'*-combinaison lineaire d'operations associee a des monomes admissibles. 

Fixons done w > 0. On voudrait montrer que I'operation cohomologique associee a un mo- 
nome M = ft 6 P a M' de poids w est admissible. Commengons pour cela par montrer que l'on peut 
supposer que le monome M 1 est admissible. Par hypothese de recurrence sur le poids, I'operation 
cohomologique associee a M' est une somme d'operations de la forme AM" oil M" est un monome 
admissible et A e H*'* . II s'agit done de montrer que les operations de la forme f3 e P a \M" avec M" 
monome admissible sont admissibles. Si A ^ H°'°, en utilisant les formules de la proposition 14.4.21 
il est possible de reexprimer I'operation fi e P a \M" sous la forme d'une combinaison lineaire d'ope- 
rations associees a des monomes de poids < w. Grace a l'hypothese de recurrence sur w, on peut 
done supposer que A £ H°'°, bref on se ramene au cas ou A = 1. On s'est done bien ramene au cas 
ou M' est un monome admissible. 

Ainsi, il s'agit de montrer que si M = (3 £ P a M' est un monome de poids w avec M' un monome 
admissible, alors I'operation cohomologique associee a M est admissible. Nous allons le montrer 
par recurrence descendante sur la + e (cette grandeur est majoree en raison de l'hypothese sur le 
poids). Si M n'est pas deja admissible, on peut ecrire M' = f3 £ ' P b M" et M = /3 £ P a (3 E ' P b M" . 
En appliquant les relations d'Adem (cf. tj4.5l) au monome non admissible P a f3 £ P b , on obtient une 
expression de I'operation associee a M comme une somme d'operations de la forme /z/3 T) P a P v M'" 
(avec fi G H p ' q et M'" un monome) et il s'agit de montrer que chacun de ces termes induit 
une operation admissible. Si le coefficient [i est de poids q > 0, e'est le cas puisque le monome 
pri pa pri j^m g^arrt de poids < w. l'hypothese de recurrence s'applique. Ceci permet de ne se 
soucier que des termes apparaissant dans les relations d'Adem dont les coefficients appartiennent 
a F^. On remarque qu'on a alors la 1 + rj' > la + e, ce qui permet de conclure. 
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Pour finir la demonstration de la proposition 15.1.31 il reste a demontrer le fait interessant, a 
savoir que les operations cohomologiques stables associees aux monomes admissibles sont lineai- 
rement independantes sur H*'*. Pour w > 0, notons A*'*- w le sous-i?*'*-module libre de A*'* de 
base les monomes admissibles de poids < w. II suffit d'etablir le lemme suivant : 

Lemme 5.1.5 Soit w > 0. Alors, pour N et n assez grands (par exemple N > w + 1 et n > w), 
le morphisme H*'* -lineaire d 'evaluation sur la classe {u®v)® n 

A*'*^ w -> H*'*(Qit\(A N - {0})) 2n ) 

est I'inclusion d'un facteur direct. 

Le ff*'*-module d'arrivee est muni de la base evidente obtenue par produit tensoriel des elements 
1, v, v 2 , . . . , u _1 , u, uv, uv 2 , . . . , uv 1 ^^ 1 (voir la demonstration de la proposition I4.1.ip . On peut 
considerer la matrice B de revaluation eau®v®---®u®v. Essentiellement pour des raisons de 
poids, les matrices obtenues pour differents entiers N > w + 1 (mais a n fixe) ne different que par 
l'ajout ou la suppression de lignes de zeros. 

II est en principe possible de calculer cette matrice B en utilisant les formules du ij4.4l Pour 
£ 7^ 2, on peut remarquer que la matrice B, a priori a coefficients dans H* * (ou plus precisemcnt 
de son anneau oppose) est en fait a coefficients dans = H°'° C H*'*. II est evident aussi que 
cette matrice est la meme que celle correspondant a une etude homologue pour les operations 
de Steenrod dans le cadre topologique classique. Une variante des arguments conduisant a [181 
Corollary 2.6, Chapter VI] montre que cette matrice est la matrice d'une application F^-lineaire 
injective. Par extension des scalaires a H*'* , on obtient que le morphisme considere dans le lemme 
est I'inclusion d'un facteur direct. 

Si I = 2, on note I l'ideal bilatere de H*'* defini par / = ® P £z,q>oH p,q . Le quotient H*'*/I 
s'identifie a F^. L'ideal / etant stable par les operations P % et (3, il vient que les operations coho- 
mologiques stables associees aux monomes induisent des transformations naturelles 

H*'*(X)/IH*'*(X) -> H*'*(X)/IH*>*(X) 

pour tout X G H,(S). Comme r S /, on peut remarquer que la formule pour P n (xy) de la 
proposition 14 . 4 . 21 prend modulo / exactement la forme qu'elle a dans le cas £ ^ 2. Pourvu que l'on 
raisonne modulo /, il n'y a done plus lieu de distinguer les cas £ ^ 2 et £ = 2. Ainsi, les calculs faits 
dans la demonstration de [181 Corollary 2.6, Chapter VI] peuvent etre appliques au cas 1 = 2 afin 
de montrer que si on note B la matrice a coefficients dans F^ obtenue en reduisant modulo / les 
coefficients de B, alors B est la matrice d'une application F^-lineaire injective. Que le morphisme 
considere dans le lemme 15.1.51 soit I'inclusion d'un facteur direct resulte alors du lemme suivant : 

Lemme 5.1.6 Soit H*'* un anneau bigradue « commutatif » (au sens oil x ■ y = {—\) pq y ■ x si 
x 6 H p <* et y £ H q '* ). On suppose que H*> w = si w < 0, que H*'° = H°>° et que H°'° est un 
corps k. On dispose ainsi d'un morphisme d'anneaux canonique H*>* — > k. 

Soit ip: M*'* — > N*'* un morphisme (de bidegre (0,0) ) entre H*'* -modules bigradues libres de 
rang fini. On suppose que le morphisme Tp: k <S>h*<* M*'* — > k ®//*,* N*'* est injectif. Alors, ip est 
I'inclusion d'un facteur direct. 

Choisissons des bases (ej)j^j et (fi)i^i formees d'elements homogenes de M*'* et TV*'* respecti- 
vement. Notons B = (6i,j)i,j la matrice de if dans ces bases. Autrement dit, on a V?( e j) — bijfi. 
Notons B = (bij)ij la matrice a coefficients dans k obtenue par reduction. Par hypothese, e'est 
une matrice de rang egal au cardinal de J. Quitte a enlever des lignes a cette matrice, pour obtenir 
la conclusion voulue, on peut supposer que I et J ont le meme cardinal. Sous cette hypothese 
supplementaire, le but est de montrer que tp est un isomorphisme. 

Comme le determinant de B (pour des choix d'ordres totaux sur / et J) est non nul, il existe 
une bijection a: J I telle que b a (j)j ^ 0. On peut evidemment supposer que I = J et que a 
est l'identite. Alors, comme pour tout i £ /, bi ^ =^ 0, le bidegre de cet element ne peut etre que 
(0, 0), ce qui montre que ei et fi sont de meme bidegre. Ceci permet de supposer que M*'* = A*'*, 
autrement dit que ip est un endomorphisme de M*'*. Pour tout w € Z, notons W<„M*'* le sous- 
i?*'*-module de M*'* engendre par ceux des elements {ei)i^i dont le bidegre (p, q) verifie q < w. 
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Les hypotheses sur H*'* font que cp(W< w M*'*) C W< W M*'* . Les elements e, induisent une 
base evidente du gradue Giw M*'*. La matrice de Grw (<fi) dans cette base est a coefficients dans 
H 0,0 = k et n'est autre que B qui est inversible. Ainsi, ip induit un isomorphisme sur G?w M* * . 
II resulte d'une utilisation iteree du lemme des cinq que tp est un isomorphisme. 

Avant de proceder aux definitions suivantes, precisons que sauf mention du contraire, on consi- 
derera toujours la structure de iJ*'*-module evidente sur A*'* . Si M et N sont deux £f*'*-modules 
bigradues, on peut former le produit tensoriel M <S>h*.* N en munissant M de la structure de 
iJ*>*-bimodule-.ff*'* obtenue en combinant la structure de module a gauche donnee et la structure 
de module a droite definie par m\ — (— l)' A " m 'Am ou A e H*'* et to e M*'* ou |A| (resp. |m|) 
designent le premier entier constituant le bidegre de A (resp. to). 

Si a; € H*'*(X) et y g H*'*(y) sont deux classes de cohomologie d'espaces pointes arbitraires, 
on definit une application i7*'*-lineaire : 

f A*'* A*'* — > H*'*(X Ay) 

I F i — > F(x,y) 

definie par (C <g> D)(x, y) = {-l)\ D W x \Cx ■ Dy pour C et D des elements de A*'*. 

Proposition 5.1.7 On definit une application H*>* -lineaire ^P*: A*'* — > A*'* <E>h*<* A*'* telle que 
pour tout F G A*'* , ^*{F) soit I'unique element tel que 

(**(F))(as, y) = F{xy) g H*<*(X A y) 

pour tous x g ff*'*(Af) et y g H*>*(y), X g H.(S), y g H.(S)E3- 

- **(Id) = Id(g>Id; 

- si = EiQ® A ^ **( G ) = EjCS®-*^ 071 a = Ei^-l) 10 * 1 ^'^® 

- cette comultiplication ty* est cocommutative et codssociative (au sens bigradue) et la coilnite 
est le morphisme £o : A*'* — > H*'* d 'evaluation sur la classe 1 G H*'*. 

L'unicite de tf>*(F) pour tout F g A*'* resulte du lemme suivant qui est une consequence 
immediate du lemme 15.1.51 : 

Lemme 5.1.8 Soit w > 0. Alors, pour N et n assez grands, le morphisme H* -lineaire d' evalua- 
tion sur {{u ® v)® n , (u <g) u)® n )) 

A*'*- w ® H *>* A*^ w -> H*'*((fi e \(A N - {0})) 4 ") 

esi I'inclusion d'un facteur direct. 

Si 4 f *(i r ) et ^(G) existent, alors on verifie immediatement que ^>*(GF) existe et est donne 
par la formule donnee ci-dessus. Pour obtenir l'existence de $>*(F), on se ramene done au cas ou 
F = P % ou F — (3, ce pour quoi la proposition 14.4.21 donne des formules explicites. Par exemple, 
**(/?) = p ® Id + Id 0/3 et si i ^ 2, = Ei+j=„ f i ® ^- 

Enfin, a propos des proprietes de la comultiplication l'enonce concernant la coiinite vient 
de ce que 1 g H*'* soit l'unite, la cocommutativite vient de la commutativite au sens gradue 
de la multiplication sur la cohomologie motivique et la coassociavitie resulte formellement de 
l'associativite de cette multiplication. Plus precisement, grace a une version en trois variables du 
lemme 15.1.81 qui en utilise deux, on peut montrer que pour tout F g A*'*, (Id 0^*)(^>*(F)) et 
(<3/* ® Id)( x P*(i 7 ')) sont deux elements du produit tensoriel triple A*'* A*'* ®h*,* A*'* qui ont 

la meme vertu caracteristique que si on les ecrit comme une somme ^ . Ai (g> Bi ® Ci, alors quelles 
que soient les classes de cohomologie motivique x, y et z (que Ton suppose de degres pairs pour ne 
pas avoir a introduire de signe), on ait : 

Fixyz) =Y d Mx) B i{y)Ci{z) ■ 



10. Si on souhaite se dispenser d'ecrire certains signes, on peut se contenter du cas ou \x\ et \y\ sont pairs, et 
meme que les bidegres respectifs soient de la forme (2r, r) et (2s, 2s) pour r, s > 0. 
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5.2 L'algebre duale 

Definition 5.2.1 Pour tout (i,j) £ Z 2 , on note Ajj I'ensemble des families d'homomorphismes 
de groupes ip: A p < q — ► H p ~ l ' q ~ : > pour tout (p,q) G Z 2 , feZZes gwe poitr £oi/£ A G ff*'* et F £ A*'*, 
on ait ip(XF) = Xip(F). 

L'accouplement canonique A p ' q x A.y — > Pl p ~ % ' q ~i qui a (F,ip) associe <p(F) sera note (F,ip). 
II verifie (XF,ip) = X(F,ip) pour A G if*'*, F G A*'* et ^ G A*,*. On munit A*,* d'une structure 
de module- H*'* de fagon a ce que {F, tp/i) = {F, <p) \i pour F G A*'* , y> G A*,* et G if*'*. 

Definition 5.2.2 On generalise l'accouplement (•,•} : A*'* x A*^ — > if*'* en un accouplement 
(•, •) : A*'* x (A*,* ® H *-* H*'*(X)) H*>*(X) pour tout X G H.{S) en posant : 

(F, a ® x) = (F, a) x 

pour F G A*'*, a G A*,* e£ .t G ff*'*(Af). 

Lemme 5.2.3 Soit X G H.»(S) un espace tel qu'il existe d>0 tel que H p,q (X) = pour p > q + d 
(on dira que X est un espace cohomologiquement de dimension finie < d\^\). Si ip: A*'* — > H*'*(X) 
est une application H* '* -lineaire d'un certain bidegre (—i,—j), il existe un unique element a G 
A*,* ®h*-* H* : *(X) tel que pour tout F G A*'*, on ait : 

<p(F) = (F,a) . 

Plus precisement, a — ^ 7 9(1)* (giip(P I ) oil les elements 0(1)* G A*.* sont definis par (P J , 8(1)*} = 
Su (pour tous les mondmes admissibles P 1 et P J ) et tous saufun nombre fini des coefficients ^(P 1 ) 
sont nuls. 

Dans le cas particulier X — S° , on obtient que A* * est un module-PL*'* libre de base les elements 
6(1)*. 

Le point-clef a justifier est qu'il n'y ait qu'un nombre fini de monomes admissibles P 1 tels que 
f(P I ) ^ 0. Si un monome P 1 est de poids w, il est de bidegre (2w + e,w) avec e > et done 
ip(P') G H 2w + e - i ' w -i(X). Si ip(P') ^ 0, on a done 2w+e-i < w-j + d, d'ou w < w + e < d+i-j, 
ce qui donne une borne sur le poids des monomes P 1 tels que ^(P 1 ) ^ 0. II n'y en a done qu'un 
nombre fini. Ceci etant acquis, le cas particulier ou X — S° (et d = 0) montre que A± : ± est un 
module- if*'* libre dont les elements 0(1)* forment une base. Des lors, dans le cas general, l'element 
a cherche doit etre une somme finie de termes 0(1)* (g) f3i avec /3/ G H*'*(X) et cela ne peut etre 
que a = J^i ^(-0* ® vi^ 1 ) iui a bi en un sens d'apres le point-clef etabli ci-dessus. 

Ce lemme permet de proceder a la definition suivante : 

Definition 5.2.4 Soit X G H,(S) un espace cohomologiquement de dimension finie. Soit x G 
H p ' q (X). On note \*(x) Vunique element de A*.* <g>#*,« H*'*(X) tel que pour tout F G A*'* , on 
ait : 

F(x) = (F,X*(x)) . 

Definition 5.2.5 Pour tout k > 0, on note M k = P 1 "^ . . . P l P x G A 2w ' w (avec w = £ k -l). Ce 
sont des monomes admissibles. On note G A2 W .w les elements qui leurs correspondent dans la 
base duale formee des elements 0(1)* . Les mondmes M k j3 G A 2w+1,2w sont egalement admissibles, 
on note aussi T k G A2 W +\ tW les elements correspondants dans la base duale de celle des mondmes 
admissibles. 

Proposition 5.2.6 Soit v = cx(ff(l)) G ii 2 - 1 ^ 00 ) C iJ 24 (B e - t ^ £ ) (cf. proposition \JTl\ >. Si M 

est un monome (admissible ou non) tel que M(v) ^ 0, alors il existe k > tel que M = M/~ et 
alors M(v) = M k (v) = v £ . 

Si M est un monome (admissible ou non) tel que M(u) ^ dans i?*'*(B e - t /i £ ), alors soit 
M = Id, soit M est de la forme M = M k f3 pour k > et M(u) = M k (v) = v e " . 

11. Les espaces pour X £ Sm/k en sont. 
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Grace aux formules du £14.41 ceci s'etablit par recurrence sur la longueur d'un monome M tel 
que M (v) ^ 0. 

Corollaire 5.2.7 Pour tout n > 1, on a : 

oo 

A » = eA^® H *,*H*<*{V n - x ) , 

oo 

A* (it) = ^^^r^/e^^..^^"-^})). 

Que ceci ait un sens vient du fait que v soit nilpotent dans H*'*(P n ~ 1 ) pour tout n > 1. 
Definition 5.2.8 On definit un accouplement 

(A*<* ® H *.* A*-*) x (^,* A*,*) -> ff*>* 

par Za formule 

Definition 5.2.9 Si a et /3 sont deux elements de A* *, on note a/3 £ A*,* V element defini par 
I'identite 

(F, a/3) = a <g> ,3} 

pour ioui F £ A*'*, f Ceci definit bien un element de A*.,* puisque fi>*(\F), a <E> f3) = (X^*(F), a® j3) = 
A (** (F), a ® j8> pour f oits F £ A*'* A £ H*<*.) 

Ceci munit A*,* d'une structure d'anneau commutatif au sens bigradue. L'unite est I'element 
£o fc/. definiUons Unjj et [KE5\) . 

Ceci ne fait que refieter les proprietes de la comultiplication ^* sur ^4*'* (cf. proposition 15 . 1 . 7l) . 
(Afin d'obtenir l'associativite, pour bien faire, il faudrait en toute rigueur introduire un accouple- 
ment entre les produits tensoriels triples de A*'* et A* iit , ce pour quoi la seule difficulte reside dans 
les choix de signes.) 

Cette multiplication sur A* * verifie une compatibilite avec la structure de module- H*'* sur 

a(p\) = {ap)\ 

pour a, j3 £ A*,* et A £ if*'*. 

En particulier, en faisant /3 = £oi 011 obtient que la multiplication a droite par A £ if*'* pour 
la structure de module- if*'* sur A*,* est donnee par la multiplication a droite par £oA pour la 
structure d'anneau sur A* )Vt . Ceci permet aussi d'observer que l'application if*'* — > A*'* qui a A 
associe £oA est un morphisme d'anneaux et on peut reinterpreter ce qui precede en disant que la 
structure de module- if*'* sur A +) * est induite par ce morphisme d'anneaux if*'* — > A* iVt . 

Ces considerations permettent de donner un sens a l'anneau (commutatif au sens bigradue) 
A*,* (S>h*-* H*'*{X) intervenant dans la proposition suivante : 

Proposition 5.2.10 Soit X £ H(S) un espace cohomologiquement de dimension finie. Alors, 
l'application A*: H*-*(X) — > A* ( * <®h*-* H*-*(X) est un morphisme d'anneaux. 

Ceci ne presente aucune difficulte. Dans le cas particulier X = •, on obtient : 

Corollaire 5.2.11 On dispose d'un morphisme d'anneaux A*: if*'* — > A*.* defini par le fait que 
pour tous x £ if*'* et F £ A*'* , on ait I'identite suivante dans if*'* : 

(F,\*(x))=F(x) . 
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Remarque 5.2.12 On n'a pour le moment considere A*'* que comme un H*'* -module pour la 
composition a gauche par la multiplication (a gauche) par des elements de H*'*. On peut aussi 
obtenir une structure de module-H** en utilisant la composition a droite : FX = F o A pour tous 
F G A*'* et X G H*>*. 

Ceci fait de A*'* un H*'* -bimodule-H*'* . Comme A*,* est, au sens gradue, le groupe des 
morphismes A*'* — > H*>* de H*'* -modules, la structure de module-H*'* sur A*>* induit une 
structure de H*'* -module sur A* t *. (Precisement, si a £ -<4*,*, A G H*'* et F G A*'*, on a : 
(F, Xa) — (FX, a).) Cette structure de H*'* -module sur A*^ est celle induite par le morphisme 
d'anneaux A*: H** — > A*'*. Plus precisement, on a : 

(F,xa) = (Fox, a) = (F,X*(x)a) 

pour F e A*'*, x G H*<* et a G A*,*. 

La demonstration de cette compatiblite n'etant pas ininteressante, nous allons la detailler. 
Choisissons une decomposition ty*F = J^i A i ® &i avec A4 et Bi des elements homogenes de A*'*. 
Observons que pour tous X G H,(S) et y G H*'*(X), on a : 

(F o x)(y) = F(xy) = ^(-l^ll^U^)^) . 

i 

Ainsi, F o x = Y,i(-l) MBil M x ) B i e A *'*- 0n en d6 duit : 

(F, xa) — (Fox, a) 

= ^(-l) |x||B<l {^(^ 5 a) 

i 
i 

= J2(-^ lxlm (A l ,X*(x))(B l ,a) 

i 

= s ^ J (A l ®B l ,X*(x)®a) 

i 

= (V*F,X*(x)®a) 
= (F,X*(x)a) . 

Ceci etant vrai pour tout F G A*'*, on a bien xa — X*(x)a. 

On a vu que les deux morphismes d'anneaux H*'* — > A*'* definis par x 1 — > X*(x) et x 1 — > £,o% 
induisaient respectivement les structures de modules a gauche et a droite sur A*,*, lis permettent 
de considerer de deux manieres differentes At,* comme une algebre (comutative au sens bigradue) 
sur H*'*. La structure provenant de l'application x 1 — > ^qx est etudiee dans le theoreme qui suit 
et elle sera appellee « algebre- H*>* » : 

Theoreme 5.2.13 En tant qu'algebre-H*'* commutative au sens bigradue, At.* admet une pre- 
sentation par generateurs et relations, les generateurs etant les elements £fc G A 2 ^k_i^j>k_i pour 
k > et Tfc G ^42(f fc -i)+i,f fc -i pour k > 0, soumis a la relation £q = 1 et a la famille de relations 
suivantes, pour tous k > : 

f r| = si 1 + 2 

\ rf = Cfe+iT + ToCfc+i/O + r k+ ip si I = 2 

II convient de commencer par verifier que ces relations sont satisfaites dans A* *. Dans le cas 
I ^ 2, cela resulte simplement de la commutativite au sens gradue de A*,*. La formule pour 

dans le cas 1 = 2 provient de l'examen du coefficient de v 2 + dans le developpement de 
X*(u) 2 — X*(u 2 ), ce qui s'obtient en utilisant que u 2 = tv + pu (cf. proposition 14. 1 . 8j) et done que 
X*(u 2 ) = X* (r) A* (v) + X* (p) X* (u) , ainsi que les formules evidentes A*(r) = £,qt+tqp et X*(p) = £op. 
La demonstration du theoreme sera terminee un peu plus loin, apres le corollaire 15.2.161 
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Definition 5.2.14 Pour tout mondme admissible j3 e °P Sl j3 El . . . P Sk (3 Ek , on peut prolonger la suite 
des entiers (£i)i>o et (si)i>\ par Si = s$ = poitr i > k et on note Ti = s,; — (fei+i + £j) > 
pour tout i > 1. On obtient ainsi toutes les suites I = (eq, £i, 7-2, £2, . . • , 7"fe, £&, 0, . . . ) d'entiers 
nuls a partir d'un certain rang telles que la sous-suite (£i)i>o soit faite de et de 1. ^4 ime 
te/Ze suite sont associes les elements de meme bidegre u>(I) = Tq° . . . T^*^ 1 . . . £J? G ^4*,* et 0(7) = 
P £o P Sl P £l . . . P Sk P £k eA*'* avecs i =J2j>i( r j+ e j)t j ~ i - On ordonne ces suites I = (s , r x , £1, ... ) 
en utilisant I'ordre lexicographique correspondant a un ordre de lecture des lettres de la droite vers 
la gauche. 

Proposition 5.2.15 - Si I = J , (6(1), u( J)) = ±1. 
- Si I < J, (9(1), u(J)) = 0. 

Si I 7^ 2, on peut observer que quels que soient 7 et J, le coefficient (9(I),ui(J)) G if*'* 
appartient a F( = i? ' (en particulier, si les bidegres de 9(1) et oj(J) ne sont pas les memes, ce 
coefficient est nul). En effet, il resulte des definitions, du corollaire l5.2.7l et de la proposition 15 . 2 . 1 01 
que si on ecrit u( J) = n t . . . Ti m ^j 1 . . . £j n , alors (9(1), u(J)) est le coefficient devant v e 1 (g> • • - (8> 
v tm <g> u** 1 (g) • ■ • z/'" 1 dans la decomposition de la classe 9(I)(u® m <g> u®") E Jf *>*((B 6t /^) ro+n ) 
sur la base deduite de la decomposition de la proposition 14.1.11 

Or, a partir des formules du £14.41 il est evident que la sous-F^-algebre de iJ*'*((BetA«f) m+rl ) 
engendree par les elements l®* -1 ®u® jam+n-t et ]_«>»- 1 „ (g, ]®m+7i— < p Qur 1 < ^ < m 4- n est 
stable par les operations P fc et /? et done aussi par les operations 9(1). Les coefficients (9(I),ui(J)) 
appartiennent done bien a F^. 

Ce principe de calcul vaut aussi evidemment pour la version topologique usuelle de l'algebre 
de Steenrod et de sa duale. Les coefficients (9(I),lu(J)) sont done les memes qu'en topologie. La 
propriete voulue pour I 7^ 2 se deduit done de l'enonce topologique Q2] Lemma 8]. 

Pour I = 2, on ne peut pas utiliser le meme raisonnement, mais il est possible d'adapter les 
arguments de la demonstration de |12| . Notons J = (eo, r±, E\, . . . , r k , £ k , 0, . . . ). On raisonne par 
recurrence sur X)i>i r i ~^^2i>o £ i- Si cette quantite est nulle, le resultat est evident. Sinon, on note 
k le plus grand entier tel que ^ ou E k 7^ 0. 

Dans le premier cas, on suppose que £k = et done r k > 1. Notons J' = (eo, r%, E\, . . . , r k -\, £k-i, r k~ 
1,0,...) de sorte que u>( J) = u>(J')^k- Pour tout I, on a : 

(9(I),cj(J)) = (**9(I),uj(J')®Z k ) . 

Si I < J, I est de la forme I — (eq, fi,£i, . . . , fk-i, £fe-i, ?k, 0, . . . ). A partir des formules = 
8 <g> Id + Id®/3 et **P" = J2 a +b=n pa ® pb + E a +6= n -i r P pa ® P ph et de la formule de la 
proposition 15 . 1 . 7l enoncant une compatibilite de ^* a la composition, on peut developper ^*9(I) 
en une somme de termes de la forme FgMouF € A*'* et ou M est un monome (ou si deux B se 
suivent dans la composition). Ces termes ne peuvent contribuer a l'accouplement avec lo(J') ® £,k 
que si (M,£k) 7^ 0, e'est-a-dire si le monome est M — (cf. proposition 15 . 2 .61 et corollaire l5.2.7p . 
On observe que l'on ne peut obtenir un tel terme que si Sk — ?k > 1- Ainsi, si — 0, on a / < J et 
(9(I),lu(J)) = 0. Sinon, ffe > 1 et on peut introduire I' — (so, fi, £1, . . . , fk-i, £fe-i, ^fc — 1,0,...) 
et alors, dans le developpement de ^*9(I), le terme de la forme F ®Mk cherche est 9(1') ®Mk, de 
sorte que (9(I),uj(J)) = (9(I'),lu(J')). Comme on a evidemment /' < J' et I' — J' si et seulement 
si I = J, on peut conclure en appliquant l'hypotliese de recurrence a J'. 

On precede de meme si J = (eo, ^1, £1, ■ • ■ , He, £fe, 0, . . . ) avec £^ = 1. On note J' = (eo, ri,£i, . . . , r^, 0, 0, . . . ) 
de sorte que uj(J) = ui(J')Tk, d'ou : 

(9(I),u>(J)) = (**9(I),u,(J') ®T k ) . 

Dans ce cas, on cherche quelque terme de la forme F <g> MkB dans le developpement de fy*9(I). 
Si I = (eo, fi, £1, . . . , rfc_i, £fe_x, fk, £fc, 0, . . . ) < J, pour qu'apparaisse un tel terme, il faut que 
ik — 1. On peut alors introduire /' = (eo, fi, £1, . . . , rk-ii £fc-i, fk, 0, 0, ... ) et obtenir 

(w(J),w(J)) = (9(I')®M k B,u(J')®T k ) = (lo(I'),u(J')) , 

ce qui permet de conclure par recurrence. 
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Corollaire 5.2.16 Les elements u>(I) constituent une base de A^* comme module-H*'* . 

Le fait que la famille soit libre ne pose pas de difficulte : si J^j w( J)Aj = etait une relation non 
triviale, en notant / = min{ J, Xj ^ 0} (le minimum etant pris pour l'ordre total defini plus haut), 
on aurait ^ A/ = ± (0(1), ^2 j uj(J)Xj) = 0, d'ou une contradiction. La demonstration du fait 
que les w(J) engendrent A** est plus delicate qu'on pourrait l'imaginer a priori. Soit (i,j) G Z 2 . 
Montrons que tout element de Aj,j est combinaison lineaire des uj(J). Notons w = i — j et B 
l'ensemble fini des / tels que 0(1) soit de poids < w. II resulte de la demonstration du lemme lij.2.31 
que tout element a G A,j s'ecrit de maniere unique a = X^/ee 0(1)* Xi. 

Comme B est fini, pour l'ordre induit, c'est un honnete ensemble fini totalement ordonne. Cela 
a done un sens de montrer par recurrence descendante sur Iq = min {J, A/ =/= 0} que tout element 
(non nul) a G A,j comme ci-dessus est combinaison lineaire des oj(J) pour J G B. On peut ainsi 
supposer que a — J2i>i ieB 0(1)* Xi G A,j et que pour tout I G B tel que I > Iq, si A G H*'* est 
un element tel que 0(I)*X G A,jj alors 8(I)*X est combinaison lineaire des to(J) pour J G B. Ceci 
permet bien sur de supposer qu'en fait a = 0(Iq)*Xi o . La proposition 15 . 2 . 15l impliaue qu'il existe 
d'uniques coefficients /i/ £ H*'* pour I > Iq (mais a priori I n'est pas forcement dans B !) tels que 

±«(/o) - o(i )* + J2 e ^y^ > 

I>I 

d'ou 

a = 0(I o )*X Io = ±w(/ )A/ - & ( 7 )V/A/ . 

/>7 ,/6B 

En effet, le choix de l'ensemble B fait que les termes 0(1)* piXi sont nuls pour I ^ B.De la, on peut 
conclure que a est combinaison lineaire des oj(J), J G B en utilisant l'hypothese de recurrence. 

Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 15.2.131 Notons A+ l'algebre definie par la 
presentation apparaissant dans l'enonce. Les relations verifiees plus haut montrent qu'on dispose 
d'un morphisme evident At.* — > A±,±. II s'agit de montrer que c'est un isomorphisme. Si I ^ 2, il 
est evident que A+^ est un module--/?*'* libre ayant pour base les monomes uj(I) (definis plus haut 
dans A+ mais ils ont bien entendu aussi un sens dans At,*)- Cette base de A** s'envoie sur une 
base de A+ ^ d'apres le corollaire 15.2. 161 done At.* — > A^^ est un isomorphisme. 

Si £ = 2, la presentation a une forme telle que le fait que les elements u)(I) G A*^ constituent 
une famille libre ou generatrice de At,* comme module- H*'* n'a rien de flagrant, algebriquement 
parlant. Notons M C A*,* le sous-module- H*'* engendre par les elements ui(I). Le morphisme 
compose M — > A*^ — > A+ est un isomorphisme en vertu du corollaire 15.2.161 Pour conclure, il 
suffit de montrer que M — A* autrement dit que M est stable par produits. Comme M est 
evidemment stable par multiplication par les elements de H*'* et les on se ramene a montrer 
que tout produit r^r^ . . .Tj n appartient a M. C'est le cas par definition si les indices i k sont 
distincts. Dans le cas general, le resultat s'obtient par recurrence sur n en utilisant les relations 
T k = 6m T + ToCfc+i/O + n + ip pour k > 0. 

5.3 La comultiplication ^ sur 

Definition 5.3.1 On note A*'* ® p .h*^ A*'* le produit tensoriel de A*'* vu comme module-H*'* 
par la multiplication a droite par H* * C A*'* (d'ou la notation p en indice) et de A*'* et de A*'* 
considere comme H*'* -module comme on I'a fait jusqu'a present. 

En verite, les deux copies de A*'* apparaissant dans ce produit tensoriel sont toutes les deux 
munies de la structure de i?*'*-bimodule-?P'* provenant de la multiplication a gauche et a droite 
par H* * C A*'* . Le produit tensoriel A*'* ® p .h*^ A* : * herite done ainsi d'une structure de H* *- 
bimodule-iJ*'*. 

Definition 5.3.2 On note A*.* ®h*'*,\ A*,* le produit tensoriel de deux copies de A*^ vu comme 
H*'* -bimodule-H*'* via la multiplication a gauche par X*(x) et a droite par £gx pour tout x € H*'* 
(cf. remaraue \5.2.1 2\) . 
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Ainsi. A*.* <E)h*-\\ A*.* est egalement un 7J*'*-bimodule-i7*'*. (En tant que groupe abelien, 
il ne depend que de la structure de module- H*'* sur le facteur de gauche et de la structure de 
ff*'*-module sur le facteur de droite induite par A* : H*>* — > A*'*, ce qui est la raison pour laquelle 
on a mis A en indice.) 

Definition 5.3.3 On definit un accouplement (A*'* <E) p .h*-* A*'*) x (A*,* ®h*:*,\ At,*) ~* H*'* 
par les formules equivalentes suivantes : 

[C®D,a®P] = (C{D,a),p) = (C, (D,a) (3) = (C,\*((D,a))f3) 

pour C,D £ A*'* et a, 13 £ A*,*. 

Lemme 5.3.4 Soit ip: A*'* ® p .h*^ A* : * — ► H*>* une application H*'* -lineaire faisant decroitre le 
bidegre de (i,j) £ Z 2 . Alors, il existe un unique element ip £ Ar,*®.ff*'*,A A,* de bidegre total (i,j) 
tel que p = [-,ip]. 

II est evident que les elements P 1 ®P J ou P 1 et P J parcourent les monomes admissibles forment 
une base de A*-* ® Pjff *,. A*-* comme iJ*'*-module et que [P 1 <g> P J ,9(J')* <8>0(I')*] = 5 H '5jj>. 
Un raisonnement semblable a celui du lemme 15.2.31 montre que p s'annule sur tous les P 1 ® P J 
sauf un nombre fini, ce qui permet de donner une formule pour ip comme combinaison lineaire d'un 
nombre fini des 9(J')* ® 6(1')* (qui forment une base de A* ; * <8>h*,*,\ A*,* comme module- H*'*). 

Definition 5.3.5 On definit une application A*,* — % A*^ (S>h*<*,\ A*.* de fagon a ce que la 
formule suivante soit satisfaite pour C, D £ A*'* et a G A,* • 

[C® £>,**«] = (CD, a) . 

La composition dans A*'* induit une application _ff*'*-lineaire A*'* <8>p,H*.* A*'* — > A*'* qui a 
C ® D associe CD. L'existence et l'unicite de \l/*a pour tout a £ A*.* resulte de cette observation 
et du lemme 15". 3. 4 1 La construction >]/* reflete ainsi en quelque sorte la composition dans A*'* . Pour 
reduire le nombre de signes dans la definition, nous avons utilise une convention diffcrente de celle 
de [22]. On ne s'etonnera done pas que les tenseurs apparaissant dans la proposition 15.3.81 soicnt 
inverses par rapport a [22, Lemma 12.11]. 

Proposition 5.3.6 L 'application : A*^ — > A.* ®ir*.*,A A.* est un morphisme d'anneaux, ou 
A*,* ®h*-*,\ A,* est muni de la structure evidente d'anneau commutatif au sens bigradue. 

Outre l'identite evidente ^(^o) = Co ( 8>£o > il s'agit de montrer que pour tous C,D £ A*'* et 
a, (3 £ A.*, on a [C ® D, • ^f*f3] — (CD, a/3). Ceci s'obtient sans difficulte autre que celle de 
verifier les signes en partant d'expressions de fy±a, ^*f3, ^*C, ^*D comme sommes de tenseurs 
et en deroulant les definitions des deux membres jusqu'a obtenir une egalite. 

Remarque 5.3.7 On montre facilement que ^P*: A,* — > A.* ®ff*.*,A A*,* est un morphisme de 
H*>* -bimodule-H*'* . Compte tenu du fait que "l 7 * soit un morphisme d'anneaux, cela revient a 
enoncer que pour tout p, £ H*'* , on a d'une part ^^(/i^q) = \E'* (A* (/j,)) = A*(/i) ®£o et d'autre part 
= Co® CoM- 

Proposition 5.3.8 Pour tout k > 0, on a les egalites suivantes dans A*,* ®h*>*,\ A.* ■' 

k k 

z=0 i=0 

On se donne C et D des elements de A*'*. Calculons CD(v) £ H*'*(P d ~ 1 ) pour tout d > 1. 
La formule A* (w) = X^o&®' u du corollaire 15.2.71 implique que D(v) — {D, Ci) v ■ On a 

aussi : 

oo 

AVV(A>)f = ££*W + \ 

i=0 



50 



V 



ce qui signifie que pour tout F £ A*'*, on a : F(v ) = J2j=o (F, £ j y v . Ainsi : 

oo 

Par ailleurs, on a : 

oo 

CD(v)=Y J {CD^ k )v lk . 

Pour d assez grand, on peut identifier les coefficients devant v e dans les deux expressions prece- 
dentes, ce qui donne l'identite suivante dans H*'* : 



K 



i=0 

Ceci etablit la premiere identite. La deuxieme s'obtient de la meme fagon en calculant CD{u). 
5.4 La base de Milnor 

Lemme 5.4.1 Soit tp: A*,* — > H*'* une application lineaire-H*'* appliquant Ajj- dans H p ~ l ' q ~ J 
pour un certain couple (p, q) gZ 2 . II existe un unique element F 6 A p,q tel que pour tout a € A*.*, 
on ait ip (a) = (F,a). 

Ceci s'obtient par un simple raisonnement utilisant le poids, la base des monomes admissibles 
de A*'* comme module et la base duale de A* * comme module-_ff*'* formee des elements 
6(1)* (cf. lemme 

Pour (e.) = (eo,£i,...) et (r.) = (ri,r2,...) des suites d'entiers comme dans la defini- 
tion on note 7f* = TqV^ 1 ... et = ■■■■> ce q m definit un element r^*^* e A*,*. 
C'est la fagon dont on notera ici les elements de A* * qui etaient notes dans la definition l5.2.14l 
et qui en constituent une base comme module- H*'* d'apres le corollaire 15.2.161 On les designera 
parfois sous le simple nom de « monome » . 

Definition 5.4.2 (Base de Milnor) Pour (e.) et (r.) comme ci-dessus, on note p(e,,r,) I'ele- 
ment de A*'* caracterise grace au lemme \S.4-l\ par le fait que 



l p(e.,r.),T.*£.* 

vaut 1 si e. = e' % et r. = r' m et sinon. 

Les elements p(e,,r,) constituent la base de Milnor de A*'* (comme iJ*'*-module). Leur de- 
finition a un sens puisque les elements t|*££* forment une base de A*.* comme iJ*'*-module (cf. 
corollaire I5.2.16p . Que la famille p(e,,r,) soit libre est evident et qu'elle soit generatrice resulte 
de la formule F = Yl( e . r.) (F, T?'£ m ) p{s, 7 r.) pour tout F 6 A*'*, une formule qui a un sens 
et qui est vraie grace a des considerations de poids semblables a celles qui interviennent dans la 
demonstration du lemme 15.4.11 

Definition 5.4.3 Notons I C A* le sous-module-H*'* libre de base les monomes Tf'£J* tels que 
(r,) ^ 0. C'est aussi I'ideal (bilatere) de A*.* engendre par les elements pour k > 1. 

Definition 5.4.4 On note £?*'* C A*'* le sous-H*'* -module forme des elements F e A*'* tels que 
pour tout a £ I, on ait (F, a) = 0. 

Proposition 5.4.5 B*'* est une sous-H*'* -algebre de A*'* . En tant que H*'* -module, B*'* est 
libre de base Vensemble des elements p(e,,0) (notes Q(e m )) pours, parcourant les suites a valeurs 
dans {0, 1} nulles a partir d'un certain rang. 
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Le fait que les Q(e,) forment une base de B*'* comme -ff*'*-module est evident a partir de 
la definition de /. Pour montrer que B*'* est un sous-anneau de A*'*, il convient en premier lieu 
d'observer que l'identite appartient a B*'* , ce qu'on obtient en faisant la verification (facile) de 
Pidentite Q(0, 0, . . . ) = Id (utiliser la proposition 15. 2.151 avec I = (0, . . . )). II s'agit en second lieu 
de verifier que si C et D appartiennent a B*'*, alors CD aussi. II s'agit alors de montrer que pour 
tout a € I, (CD, a) = [C ® D, y+a] = 0. Pour /3, 7 e A*,*, on a : 

[C ® D, (3 ® 7] - (C (D, 0) , 7) = (C, A*«£>, /8»7> . 

Cet accouplement est nul si f3 ou 7 est dans I. C'est evident si /3 6 I ; si 7 £ 7, \*{{D,0)) r y 
appartient aussi a / puisque / est un ideal et done C est bien orthogonal a \* ({D , /3))"f . 

Pour montrer que [C ® £), Vf^a] = 0, il sufRt de montrer que ty±a appartient au sous-groupe 
I ® A*,* + A*.* ® I. Ce sous-groupe etant un ideal de ®h*<* .\ A-*,* et "J* etant un morphisme 
d'anneaux, il suffit d'obtenir cette propriete pour a — avec h > 1, ce que fournit la propo- 
sition 15.3.81 Ceci acheve la demonstration de la proposition et incite a proceder a la definition 
suivante : 

Definition 5.4.6 On note 'J*: A+.+ /I —> (A* ,+ /I)®h*,* y \(A+^/I) le morphisme induit par ^ * : A*,* — > 
A*,* ®h*.*,\ A*,*. 

L' accouplement de la definition 15.3.31 induit un accouplement note pareillement : 

h •] : (B*'* ® P , H *,* £?*'*) x ((A*,*/I) ® H ,,*, A (A^/I)) if* 



Definition 5.4.7 Powr toufe partie finie X C N, on note Q(X) — Q(e,) et t(X) = tI* oil 
e: N — > {0,1} es£ la fonction caracteristique de X. Pour tout i £ N, on note Qi — Q({i}) £ 

^2(r-i)+i,r-i 

Si £ = 2, on note aussi Q(n) — Q(s m ) et r(n) — quand n = X^o 6 ^*- ^n particulier, 
Q(2*) Q,. 

Proposition 5.4.8 Pour toute partie finie X C N ; on a : 

¥*r(X) = Y, (-l) #Inv(A ' B) T(A)®T(B) , 

ou somme est indexee par Vensemble des partitions de X en deux parties A et B et oil Inv(A, B) = 
{(a, b) G A x B,a > b}. 

La formule est exacte si X est vide ou si X = {i} car 4 r *Tj = £o®Ti+Ti®£;o (cf. proposition ^ .3 . 8( 1 . 
On peut conclure par recurrence sur le cardinal de X puisque l'on verifie facilement que si la formule 
est vrai pour une partie finie X, elle Test aussi pour X U {i} pour tout i > maxJ. 



Corollaire 5.4.9 Si A et B sont deux parties finies de N, alors 
Q(B)Q(A) = 



{-l)# In < A , B )Q(A U B) si A et B sont disjointes 
sinon 



En particulier, Q\ = QiQi =0 pour tout i > 0. 
Dans B*'*, on peut ecrire 



Q(B)Q{A)= J2 ^xQ(X) 



XCN 

X finie 



avec X x = (Q(B)Q(A),t(X)) 6 H*<*. On a : 

\x=[Q(B)®Q(A),V ir T(X)]= J2 {-^)* lnv{A '' B ' ) [Q(B)®Q{A),T{A')®T{B')\ 



A'UB'=X 

II vient aussitot que : 



\ _ / (-l)# Im(A > B *> si X = AUB 

AX - 



Ceci permet de conclure. 
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Corollaire 5.4.10 La sous-Fi-algebre de B*'* engendree par les operations Qi pour i > est une 
algebre alternee. 

Le lecteur interesse par les signes prendra garde au fait que si X = {i\ < ••• < ik} alors 
Q(X) = Qi k . . . Qi t (qui ne coincide qu'au signe pres avec Qi t . . . Qi k )- 

Proposition 5.4.11 Dans A 1,0 , on a : Qo — (3. 

Pour des raisons de poids, la decomposition de j3 sur la base de Milnor est de la forme /3 = 
((3, £ ) Id + t ) Qo = ifi, to) Qo car (fi, £ ) = (3(1) = 0. La formule pour X*(u) du corollaire 15X71 
implique que j3u — (J3, tq) v. Comme on sait que f3u — v, on en deduit que (/3,To) = 1 et done que 

P = Qo- 

Proposition 5.4.12 La comultiplication if?*: A*'* — >• A*'* <Eih*.* A*'* induit une comultiplication 
B*>* -> B*'* B*'*. 

II est evident que B* * B*'* s'identifie a l'orthogonal de L (g) A*,* + A+ * <g I pour l'accou- 

plement de la definition 15.2.81 Pour montrer que \t* induit une comultiplication sur B*'*, il sufHt 
done de montrer que si C e B*'* (e'est-a-dire que C est orthogonal a I), alors pour tous j3 et 7 
dans A*,*, on a (vI>*C, ft ® 7) = si f3 ou 7 est dans /. Comme ($?*C, ® 7) = (C,/3*f), il suffit 
pour cela d'observer que si j3 ou 7 est dans /, alors /?7 G / aussi puisque / est un ideal. 

Proposition 5.4.13 - Si I ^ 2, *f?*Qi = Qi® Id + Id (gift pour i > 0. 

- Si £ = 2, pour tout n > 0, f*Q{n) = E p+ „ =n p a( - p ' q) Q(p) <S> Q(q) ou Von note a{p,q) le 
nombre de retenues qui interviennent lorsque Von pose V addition de p et q en base 2. En 
particulier, pour n = 2 l : 

t>*Q l = Q l ®lc\ + ld®Q l + p l ~ V2(k) Q{k)®Q{2 1 - k) , 

fc=i 

oil i>2 designe la valuation 2-adique. 
Soit X une partie finie de N. D'apres la proposition 15.4. 1^1 on peut ecrire 

**Q(X) = *a,bQ(A) ® Q(B) , 

(A,B) 

ou (A, B) parcourt les couples de parties furies de N. On a : 

Xa,b = {-l)* A -* B (**Q(X), t{A) ® r(B)) = (-!)#*■#* (Q(X),t(A)t(B)) . 

Si I ^ 2 et X = {i}, pour qu'un coefficient Xa,b soit non nul, il faut que t(A)t(B) soit non 
nul, e'est-a-dire que A et B soient disjointes auquel cas t(A)t(B) = (— l)# Inv ( j4 > s )-r(A U B) et 
l'accouplement (Q(X),t(A U B)) ne peut-etre non nul que si A U B = {i}. On obtient facilement 
que A/j\0 = Xij)U\ = 1, ce qui permet de conclure. 

Si I = 2, en utilisant le lemme suivant, la meme methode permet d'obtenir la formule generale 
pour \f?*Q(n) pour tout n > 0. 

Lemme 5.4.14 Si I = 2, alors pour tous p,q > 0, on a Videntite T(p)r(q) = r(p + q)p°( p ' q > dans 
le quotient A+^/I. 

Si on raisonne modulo /, le theoreme l5.2.I3l fournit l'identite rf — r^+ip ce qui est la compa- 
tibilite cherchee dans le cas particulier p = q = 2 % . II est par ailleurs evident que si l'addition de p 
et de q en base 2 ne provoque aucune retenue, on a r(p)r(g) = t(j> + q). Le cas general resulte de 
ces deux cas particuliers. 

Definition 5.4.15 Les elements p((0, 0, . . . ), r.) de la base de Milnor correspondant aux couples 
de suites (e.,r.) tels que gj = pour tout i>0 sont notes 3^^ r '\ 
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Proposition 5.4.16 Pour tout couple (e,),(r # ) de suites d'entiers nulles a partir d'un certain 
rang, e % n'etant constitute que de et del, on a Videntite suivante dans A*'* : 

p(e.,r.) =g( £ .)^ (r,) • 
Le coefficient A( e ^ _ r / ) devant p(e' , r' t ) dans la decomposition de Q(s,)^ l ^ r '' sur la base de Milnor 



est 



Q(e.)®£'H**(^ 1 £ i )' 



Comme Q(e,) est orthogonal a l'ideal I de A* iin il suffit de calculer l'image ^*(t«"££* ) de vP^t.'^.*) 

de dans l'anneau quotient A*^ (At,*/-0 puisque l'accouplement [Q(e.) ® ^^ r '\ •] se fac- 

torise par ce quotient (l'argument est le meme que dans la demonstration de la proposition 15. 4. 51) . 
Grace a la proposition 1 5 . 3 . SI on dispose des formules suivantes : 

= £,k ® Co **Tfc = Co ® n + r fe <g> Co 

Si on note I' = {i € N, = 1}, on en deduit : 

§*(T. e '-£*) = ^ (-l)# Inv ^ B )r(A)C. r: ®r(i?) 

Ainsi, 



V.,-:) = E (-l) #Inv( ^' S) [Q(£.)®^ ,(r * ) ,T(A)C:*®r( J B) 

AUB=/' 

= £ (-l) #Inv(A ' B) (Q(£.)(^ (r - ) ,T(A)C. r -),r(B) 



AUB=I' 



On voit immediatement que seul le terme correspondant a A = (et done B = I') peut contribuer 
a cette somme. Ensuite, il vient que le resultat \ e ',,r' m ) ne peut etre non nul que si r' t = r. et 
e' % = e, auquel cas le coefficient vaut bien 1. 

Proposition 5.4.17 Pour tout n > 1, on a Q n = [q n ,f3] = q n fi — f3q n , oil q n G A*'* est V element 
de la base de Milnor q n — ^ , ( r «) defini par i\ — (autrement dit, q n est dual du monome £ n ). 

II s'agit de decomposer q n (3 sur la base de Milnor a laquelle appartiennent Q n et j3q n (cf. 
proposition 1 5 . 4 . IB| . Pour tout (e.,r«), le coefficient \ Em , r .) devant p(e,,r # ) dans la decomposition 
de q n /3 est : 

A( e .,r.) = [qn^^^.^'C')] ■ 

Notons J l'ideal de A*,* engendre par Tk pour k > 1. L'accouplement [q n <E> (3, ■] se factorise par 
l'anneau quotient (A^^/I + J) <8>h*>*,X A*,*. Notons : A,* — ► (A+^/I + J) ® h .,.,a A*,* le 
morphisme induit par 'J*. D'apres la proposition 15 . 3 . SI on a : 



#*Cfc = Co <8 Cfc *V fe = Co <8 r fc + r (8> Cfe 
on obtient aisement que si X = {i <E N, £j = 1} = {a;i < X2 < • • • < alors : 



L'anneau quotient A+^/I + J etant un module- H*'* libre de base (Co, To) (avec la relation Tq = 0), 



$*(t(X)) = Co ® r(X) + ^(-l^-Vo ® r(X - {a*})^ , d'ou 

»=i 

fc 

**(r. e -c:-) = Co ® r:-c:- + E(- 1 )'" lr « ® < x - ■ 



II en resulte que : 

fe 
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Pour que ce coefficient A( e ., r .) s °it non nul, il faut done que X soit un singleton. Dans ce cas, 
notons x l'unique entier naturel appartenant a X — {i,£i = 1}. On a alors : 

\s.,r.) = (<ln,£,x£') ■ 

L'element £ x (£ m es t egal a un monome en les £j pour j > 1 (mais l'unite £o peut se cacher dans 
cette expression si x = 0). Le coefficient X( e .,r.) vaut done 1 si ce monome £ x £.' est £ n et sinon. 
Le coefficient \ Em , r .) vaut 1 dans les deux cas suivants : 

- x = et = £ n , de sorte que Tf*£J* = to£„ et l'element correspondant de la base de Milnor 
est /3q n d'apres la proposition 15.4. lBl 

- x = n et £J* = £o> de sorte que rf'^X* = t„ et l'element correspondant de la base de Milnor 
est Qn . 

On a ainsi etabli l'identite q n /3 = Q n + fiq n . 

Proposition 5.4.18 Pour tout entier n > 0, V operation P n appartient a la base de Milnor : 
pn _ ^(n,0,0,... ) 

II s'agit de montrer que P n est dual du monome £™. D'apres la proposition 15.2.151 on a 
(-P n , t| • ) = si (0, n, 0, . . . ) < (eq, r\, E\, T2, ■ ■ ■ ) pour l'ordre lexicographique pour les suites 
lues de droite a gauche. Les seules suites (eq , r\, e%, . . . ) qu'il reste a considerer sont celles de la 
forme (0, k, 0, . . . ) avec k < n et (1, k, 0, . . . ) avec k < n. En examinant les bidegres des elements 
de H*'* de la forme (P n , £f) ou (P™, Tq ^ ), on peut eliminer un certain nombre de cas. II ne reste 
alors plus qu'a montrer que (P n ,Ci) = 1 et que (P",To£™ ) = 0, ce qui se demontre aisement 
par recurrence sur n en utilisant les formules pour ty*P n et les identites suivantes : 

5.5 Action sur les classes de Chern et les classes de Thorn 

On se propose de decrire Taction des elements p(£.,r.) = Q(e t )3^' <r ' ) de la base de Milnor 
de A*-* sur les classes de Chern a(V) G H 2i ' l (X) et de Thorn t v G H 2r ' r (Th x V) pour des 
fibres vectoriels V de rang r sur X £ Sm/k. Une evidence a remarquer des maintenant est que 
si (e.) 7^ 0, p(e t ,r t ) s'annule sur toutes ces classes puisque l'image appartient a un groupe de la 
forme H 2w+e - w (X) ou H 2w+e > w (Th x V) avec e = f\ e l > et qu'un tel groupe est nul. Le seul 
cas interessant a etudier est celui de Paction des operations ^( r «) sur ces classes. 

Proposition 5.5.1 Soit X £ Sm/k. Soit L un fibre en droites sur X . Alors : 

oo 

\*{c 1 (L)) = J2tk®c 1 {Ly k H*>*(X) . 

k=0 

La formule est deja connue pour X = P n_1 (pour n > 1) et ci(^(l)). Le cas general vient de 
ce que pour n assez grand, il existe un morphisme f:X—t P' l_1 dans H(k) tel que f*(c\(0(\))) = 
c%(L). Si L est engendre par n sections globales (par exemple si X est affine et n assez grand), 
on peut en effet trouver un morphisme f:X—t P Tl_1 dans Sm/k tel que f *{&{!)) ~ L. Le cas 
general s'en deduit par l'astuce de Jouanolou. 

Proposition 5.5.2 Soit (r.) = (r"i,r2, . . . ) une suite d'entiers naturels nulle a partir d'un certain 
rang. Soit i > 0. Soit d un entier naturel. On note P G Fe[X\, . . . ,X#] le polyndme symetrique 

p = e e n*f 

JC{l,...,d} fe: J->N jeJ 

On noie i? G F^[C*i, . . . , Cd] l'unique polyndme tel que si on note Sj G F^LYi, . . . , X4] la j-ieme 
fonction symetrique elementaire des variables X\, . . . , Xd, on ait P = R(S±, . . . , S4). Alors, pour 
tout fibre vectoriel V sur X G Sm/k de rang < d, on a : 

^ r 'Hc t (V)) = R( Cl (V), . . .,c d (V)) G H*'*(X) . 
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(Pour des raisons de degres evidentes, le polynome R g Fi[Si, . . . , Sd] se stabilise pour d assez 
grand, r. et i etant fixes.) 

D'apres le principe de scindage, si V est un fibre vectoriel de rang d, il existe un morphisme 
p: Y — > X tel que p*V soit isomorphe a une somme directe de d fibres en droites et tel que 
p* : H*'*(X) — > H*'*(Y) soit injectif. On peut done supposer que V — L\ © • • • © Ld ou pour tout 
j 6 {f , . . . , d}, Lj est un fibre en droites sur X. On note Xj = ci(Lj) 6 H*'*(X). On a : 

c i (V) = S i (x 1 ,...,x d )= J2 II x i e E*'*( x ) ■ 

Jd{l,...,d} j£J 

Comme X*(xj) = X^fcLo £ fc ® x j e ^ t l ue A * es ^ un mor phisme d'anneaux, on obtient : 

aw))= E E II ) • 

Jd{l,...,d} k: J^N jeJ 

Par consequent : 

&M(ci(V)) = (&> {r '\\*{c t {V))) = P(x u . ..,x d ) = R( Cl (V), . . . , c d (V)) . 

Proposition 5.5.3 Soit (r.) = (ri,r2, . . . ) une suite d'entiers naturels nulle a partir d'un certain 
rang. Soit d un entier naturel. On note P £ F^fXi, . . . , Xd] le polynome symetrique 

P = e II '• 

(ti,.,MeN i 3=1 

On rjoie i? G F^Ci, . . . , C<j] I'unique polynome tel que si on note Sj S F^-Xi, . . . , /a j-ieme 
fonction symetrique elementaire des variables X\, . . . , on ait P — R(S\, . . . , Sd)- Alors, pour 
tout fibre vectoriel V sur X £ Sm/k de rang < d, on a : 

^ r '\t v ) = R( Cl (V), . . .,c d (V)) ■ t v e H*>*(Thx V) . 

(L'entier i et la suite (r,) etant fixes, le polynome R se stabilise des que d > ~ l) r i-) 

La demonstration est essentiellement la meme que celle de la proposition 15.5.21 II suffit de 

remplacer dans le raisonnement l'expression de A*(ci(L)) pour L un fibre en droites par la formule 

du lemme suivant : 

Lemme 5.5.4 Soit X £ Sm/k. Soit L un fibre en droites sur X . Alors : 

oo 

A*(i L ) = E & ® cx{Lf-H L e A*,* ff*-*(Th x L) . 

fc=0 

On utilise le plongement canonique de .ff*'*(Thx i) dans iJ* , *(P(V A © <^x))- On a alors = 
ci(^(l)) + ci(L). En appliquant la proposition 15.5.11 aux fibres en droites GiX) et L. on obtient : 

oo 
fc=0 

II ne reste plus qu'a montrer que 

c x {ff{l)f + ci(Lf = Cl {Lf- l Cl {0{l)) + c x {Lf = Cl (Lf-H L , 

ce qui se deduit facilement de l'identite ci(^(l)) 2 + Ci (L)ci (<?(1)) = dans H*<*(P(V © @x))- 

Corollaire 5.5.5 Pour tout j > 0, ok note Sj\ Kq(X) — » ©i/f 2i,l (X) /a transformation naturelle 
additive pour X £ Sm/k telle que pour tout fibre en droites L, Sj{[L\) = ci(L) J . Alors, pour tout 
n > 1 et tout fibre vectoriel V sur X £ Sm/k, on a : 

Qn(tv) = S£«_i(V) ■ t v 

oil q n £ A*'* est Velement dual du mondme introduit dans la proposition \5.4- T7\ 

(En effet, avec les notations de la proposition [5331 on a P = X)i=i X l 
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6 Endomorphismes du spectre representant la cohomologie 
motivique 

Soit I un nombre premier. Soit k un corps parfait. Notons Hz/e G SH(k) le spectre representant 
la cohomologie motivique a coefficients Z/£Z (cf. [20, §6.1]). II est constitue d'une suite d'espaces 
K (Z/£Z(n), 2ra) qui sont exactement les espaces K n de la definition 11.6.11 (pour A = Z/£Z). Les 
morphismes d'assemblage (A 1 /A 1 — {0}) A K n — > K n +\ sont donnes par la multiplication par les 
morphismes tautologiques r A i : A 1 /A 1 — {0} — t K\ (cf. proposition 1 1.6. 2 j ). 

Pour ainsi dire par definition des operations cohomologiques stables et de la categ 
de [121 §6] , le groupe des operations cohomologiques stables de bidegre (p, q) sur la cohomologie 
motivique a coefficients Z/£Z (cf. definition 14.3. 1|) s'identifie au groupe 

Hom OTM , eW (H z/l ,H z/ ,AS") 

ou S p ' g — (P 1 ) 9 A S p ~ 2q G STL(k) (ce qui a un sens quels que soient p et q). 
Le theoreme principal de |23| est alors le suivant : 

Theoreme 6.1 (Voevodsky |23j) Soit £ un nombre premier. Soit k un corps de caracteristique 
zero. L'inclusion de A*>* dans I'algebre des operations cohomologiques stables (cf. vrovosition \5. 1.3\) 
est un isomorphisme. 

Autrement dit, pour tout (p,q) £ Z 2 , le morphisme canonique 

A p ' q -> Hom S7 f Batoa(fc) (H z//) H z/ , A S™) 

est un isomorphisme. 

Le foncteur evident SH(k) SH na i ve (k) est plein (cf. [15l Proposition 6.3]). En particulier, 
les applications 

Hom 5W(k) (H z/£ ,H z/£ A S™) Hom 5Wnaivo(fc) (H z/£ , H z/ , A S™) . 

sont surjectives. Un element du noyau d'une telle application serait un morphisme « stablement 
fantome » /: H z /, — > Hz/e A S p,q . Ceci signifierait que pour tout X S TL(k), l'application 

H*'*(X) -»■ H* +p -* +q (X) 

induite par / serait nulle. Pour d'autres spectres que Hz/e, il peut exister de tels / stablement 
fantomes et non nuls (cf. [161 Corollary 6.2.3.7]), c'est-a-dire que / ^ mais qu'on ne peut pas 
detecter la non-nullite de / en l'« evaluant » sur des spectres de la forme X A S 1 ^ avec X € TL,(S). 

Nous allons montrer que sous les hypotheses du theoreme 16. 11 ce phenomene ne se produit par 
pour l'anneau bigradue des endomorphismes de Hz/e '■ 

Theoreme 6.2 Soit £ un nombre premier. Soit k un corps de caracteristique zero. Soit (p, q) G Z 2 . 

- n'existe pas de morphisme stablement fantome non nul Hz/e ~^ Hz/e A S p ' q dans SH(k). 

- On dispose d'un isomorphisme canonique : 

A p > q ~ Ho m<s „ (fc) (Hz/ £ , Hz/e A S p > q ) . 

Le deuxieme resulte enonce resulte immediatement du premier et du theoreme 16. II Nous allons 
done demontrer uniquement le premier enonce, et ce en utilisant de maniere essentielle certaines 
etapes de la demonstration du theoreme 16.11 

Si le groupe Hom5^ naJve (fe)(Hz/^, Hz/e A S p ' q ) s'identifie a 

\imH 2n+p ' n+q (K n ) , 

n 

on sait d'apres [151 Lemme 6.5] que le groupe des morphismes stablement fantomes Hz/e ~^ 
Hz/e A S p ' q s'identifie a 

R 1 \imH 2n+p - 1 ' n+q (K n ) , 
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ou R 1 lim„ est le premier foncteur derive a droite du foncteur limite projective au niveau des 
systemes projectifs de groupes abeliens indexes par N. 

Les resultats importants de [23] sur les produits symetriques sont utilises au debut de la de- 
monstration de |231 Theorem 3.49] (i.e. le theoreme 16. ip pour obtenir l'existence d'objets M' n £ 
DMf (k,F e ) tels que M{K n ) ~ M' n {n)[2n]. 

Les morphismes M(K n )(l)[2] — > M(K n+ i) induits par les morphismes d'assemblage sur Jiz/e 
correspondent done a des morphismes M' n — > M' n+l dans DM^(k 7 Fg) (on utilise ici le « theoreme 
de simplification »). Pour tout (p, q) £ Z 2 , le systeme projectif (H 2n+p ' n+q (K n )) n s'identifie done 
au systeme {H™{M' n )) n ou on rappelle que H™{M' n ) = Rom DMoS(kiFi) (M^F t {q)\p\). 

Comme il est etabli dans la demonstration de [53J Theorem 3.49] en utilisant le resultat de 
scindage [23] Corollary 2.71], le triangle distingue dans DM eS {k, Fg) definissant la colimite homo- 
topique du systeme (M' n ) n est une suite exacte courte scindee : 

® n M' n -A ® n M' n -> hocolim„ M' n ->• . 

Ceci repose sur le fait crucial qu'outre qu'ils existent, les objets M' n appartiennent a la sous- 
categorie SPT de DM^ s (k, F^) formee des sommes diectes d'objets de la forme Fi(i)[2i + j] avec 
i,3>0. 

Pour tout foncteur contravariant F: DM^(k,Fi) — > Ab transformant sommes directes en 
produits, on a une suite exacte : 

-> limF(A<) -> J] ^ II F «) ^ Rl limi? «) "> • 

n n 
n n 

Le fait que i admette une retraction implique que F(i) admet une section, ce qui montre l'annulation 
de R 1 lim„ F(M' n ). En appliquant ceci aux foncteurs F = H p ^ 1 ' q , on obtient l'annulation des 
groupes R 1 lim„ H p ~ 1 ' q (M^ l ), ce qui acheve la demonstration du theoreme 16.21 

A Le classifiant B gm G 

Proposition A.l Soit S un schema noetherien. Soit G un schema en groupes affine lisse de 
type fini sur S. Soit V un fibre vectoriel sur S et p: G — > GL(V^) une representation lineaire 
fidele de G (e'est-a-dire que p est un monomorphisme) . On suppose que pour tout i > 1, on 
s'est donne un ouvert G-invariant Ui de I'espace affine V® 1 sur lequel G agisse librement et que 
ceux-ci verifient que pour tout i > 1, Ui x {0} C C/j+i et Ui x V® 1 U V® 1 x Ui C U%i- On note 
Uoo = colini; Ui G Sm/S opp Fns et (G\U 00 ) t st faisceau etale quotient de faction libre de G sur 

Uoo. 

Si on fait Vhypothese supplementaire que pouri assez grand il existe u £ Ui(S) tel que Qh{V).u C 
Ui alors le morphisme canonique (G'\/7 00 )et — > B e - t G est une A 1 -equivalence faible et Uoo est A 1 - 
contractile. 

II manque un petit argument a |13| pour justifier ceci, qui est enonce sous une forme voisine 
dans [13l p. 133]. II s'agit de montrer que les ouverts Ui des V® 1 constituent un « gadget admissible 
muni d'une bonne action de G ». Par le resultat important et technique |13[ Proposition 2.6, p. 135], 
cela impliquera que (G\Uoo) — > BctG est une A 1 -equivalence faible. 

II faut montrer que pour tout G-torseur etale T sur X, le morphisme evident entre faisceaux 
etales quotients (G\(Tx Ui))tt — > (G\T%t = X est un epimorphisme de faisceaux pour la topologie 
de Nisnevich. Pour cela, il suffit (et il faut) montrer que localement Nisnevich sur X, il existe un 
morphisme G-equivariant T — > Ui. Le G-torseur T sur X se plonge de fagon evidente dans le 
GL(F)-torseur V = ((GL(V) x s T)/G) bt (ou Ton fait agit G sur GL(^) x s T par la formule 
g.(m,t) — (m/d(g _1 ), gt)). Localement Nisnevich (et meme Zariski) sur X, ce torseur T" est trivial. 
On peut done supposer qu'il existe un isomorphisme T' ~ GL(y) x X de GL(y)-torseurs sur X. En 
composant la premiere projection puis le morphisme GL(V^) — > Ui donne par Taction sur 1'element 
u fourni par l'hypothese de la proposition, on obtient le morphisme G-equivariant T — > Ui voulu. 
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Remarque A. 2 Si des ouverts Ui C V® 1 verifient les hypotheses de la vrovosition \A.1\ your G, 
alors Us les verifient egalement pour I'action induite sur un sous-groupe H C G. Comme elles sont 
faciles a satisfaire pour GL(V) en definissant Ui pour tout i > 1 comme etant le plus grand ouvert 
de V® % sur leguel GL(V) agisse librement (Ui parametrise les epimorphismes A 1 — > V de fibres 
vectoriels), on obtient gue la proposition s'appligue pour tout schema en groupes affine lisse G pour 
leguel on ait un monomorphisme G — > GL(V^). On peut aussi choisir pour Ui le plus grand ouvert 
de V® 1 sur lequel G agisse librement. Get ouvert est plus grand gue celui induit par la construction 
precedente pour GL{V). 

Remarque A. 3 Dans le cas favorable, les faisceaux etales quotients (G\Ui)et sont representables 
par un objet de Sm/S gu'il convient de noter G\Ui. C'est evidemment le cas si G est un groupe 
fini (puisgue ce quotient G\Ui est un ouvert du quotient G\V® 1 de SGA 1 V 1). C'est egalement 
le cas si G — GL{V) et que les ouverts Ui sont ceux decrits dans la remaraue \A.2\ : dans ce cas 
G\Ui est la grassmannienne des r-plans dans A 1 oil r est le rang de V . 

Dans le cas oil S — Speck et G est un sous-k-schema en groupes lisse ferme de GL„, on peut 
montrer que si on prend pour Ui V ouvert de V® 1 oil GL„ agit librement, alors le guotient {G\Ui)et 
est representable ( ceci se ramene facilement a la demonstration du fait gue le quotient G\ GL ra soit 
representable et que GL„ — > G\ GL„ soit un G-torseur etale, voir SGA 3 VI a 3.2). (Pour une 
presentation alternative, voir J 191 §1] ou JSj Lemma 9.2].) 

Proposition A. 4 Soit k un corps parfait. Soit i: H C G une inclusion entre groupes finis. Ce 
morphisme induit un morphisme T$£ t i : B e - t 7f — > B e - f G dans TL(k) puis un morphisme -M(B e -ti) : M(B e - t iJ) — > 
Af(B e - f G) dans DM^(k,A). On dispose d'un morphisme de transfert Tr: Af(B e - t G) — > M(B e - t i?) 
tel que le morphisme compose dans DM^(k,A) 

M(B e - f G) M{B a H) k ^t ] M{B 6t G) 

soit la multiplication par I'indice [G : H]. 

On choisit une representation fidele p: G — > GL(y) de G. Pour tout i > 1, on note Ui l'ouvert 
de V® 1 ou G (et done H) agit librement. Les faisceaux etales quotients (G\Ui)tt et (H\Ui)et sont 
representables par des fc-schemas lisses que l'on note G\Ui et H\Ui. Les colimites G\Uoo et H\Uoo 
de ces systemes (calculees dans la categorie des prefaisceaux sur Sm/k, la notation est ici quelque 
peu abusive) s'identifient respectivement a BctG et B^t-ff dans H(k) d'apres la proposition IA.1I 
On dispose du diagramme suivant : 



g-6quiv. 



/f-torseur 

H\U a 



G-torseur 



■G\U 



II permet d'observer, ce qui va de soi, que le morphisme evident i7\J7oo — > G\Uoa est une fagon de 
representer le morphisme Bet? : BetG —¥ B^ t -ff via les identifications precedemment faites. 

Ainsi, le morphisme Tr cherche peut etre represente par un morphisme de faisceaux avec tran- 
ferts obtenu en passant a la colimite le morphisme canonique A tr (G\Ui) —> A tr (H\Ui) correspon- 
dant a la correspondance fmie de G\Ui dans H\Ui associee au revetement etale H\Ui — > G\Ui. Le 

Tr 

morphisme compose A tr (G\(7 00 ) — > A tI (H\Uoo) — > A tr (G\C/ 00 ) est bien sur la multiplication par 
le degre [G : H] de ce revetement. 

Corollaire A. 5 Soit k un corps parfait. Soit i: H C G une inclusion entre groupes finis. On 
suppose que I'indice [G : H] est inversible dans I'anneau de coefficients A. Alors, le morphisme 
M(BgtH) — > A/(B e - f G) induit par I'inclusion est un epimorphisme scinde dans DM^(k,A). 

Plus precisement, notons N le normalisateur de H dans G. Alors, les co-invariants de N agis- 
sant sur M (B e - t _ff) sont representables par un epimorphisme scinde M (B e - t i7) — > A/(B e - t iJ)jy dans 
DM^(k, A). Le morph isme evident M (B e -fiJ) — > M (B e -fG) induit un morphisme M (B etH) N ~ I 
Af(B e - f G) qui est un epimorphisme scinde. 
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La seule chose a ajouter pour ce corollaire est que Taction de N par conjugaison sur H puis sur 
M(B 6t H) se factorise en une action de N/H puisque les automorphismes interieurs de H induisent 
l'identite sur B 6t -ff G H(k). La prise des co-invariants de M(B 6t iJ) sous N peut done se faire par 
le precede standard de moyenne pour Taction du groupe N/H dont Tordre est bien inversible dans 
A. 
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